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ВВЕДЕНИЕ

Данный курс лекций рассчитан на студентов физического факультета, обучающихся по специальности «физика и математика» и написан в соответствии с учебной программой по данной специальности. Он также будет полезен студентам заочного отделения математического факультета, обучающимся по специальности «математика и информатика». 
Курс лекций сопровождается примерами решения задач. Это будет очень полезно студентам заочного отделения при решении контрольных работ и студентам очного отделения при решении индивидуальных практических заданий. Это особенно актуально в связи с тем, что большое количество часов в учебной программе отводится на самостоятельную работу студентов. 
Основное внимание уделяется изложению фактического материала. Доказательства приводятся по-возможности кратко.

В первую часть курса вошли разделы, относящиеся к аналитической геометрии: векторная алгебра и системы координат, прямые и плоскости, кривые и поверхности второго порядка. В приложении приводятся сведения из алгебры, необходимые для изучения аналитической геометрии. Это связано с тем, что данные разделы изучаются в курсе алгебры, как правило, слишком поздно. Материал, изложенный мелким шрифтом, считается дополнительным.
Во вторую часть курса предполагается включить разделы: векторное и аффинное пространство, группы преобразований, дифференциальная геометрия, методы изображений. 
ГЛАВА 1. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА. СИСТЕМЫ    КООРДИНАТ.

§1. Направленные отрезки. Понятие вектора.                    
Определение. Отрезок  AB  называется направленным, если указано, какая из точек  A  или  B является его началом, а какая концом.

[image: image43.wmf]Если  A – начало, а  B – конец, то этот отрезок обозначается  EQ \O(AB;\s\up10( –()), а на чертеже его конец обозначается стрелочкой.                                         
Определение. Длиной направленного отрезка   EQ \O(AB;\s\up10( –())  называется длина отрезка  AB. 

Определение. Направленные отрезки   EQ \O(AB;\s\up10( –())  и   EQ \O(A1B1;\s\up10( –())  называются сонаправленными (противоположно направленными), если лучи  AB  и  A1B1 сонаправлены (противоположно направлены). Пишем   EQ \O(AB;\s\up10( –())(( EQ \O(A1B1;\s\up10( –()) ( EQ \O(AB;\s\up10( –())(( EQ \O(A1B1;\s\up10( –())).

Определение. Два направленных отрезка   EQ \O(AB;\s\up10( –())  и   EQ \O(A1B1;\s\up10( –())  называются эквивалентными или равными, если они сонаправлены и имеют одинаковую длину. Пишем   EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(A1B1;\s\up10( –()). Очевидно,  EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(A1B1;\s\up10( –()) ( они совмещаются параллельным переносом.
Легко проверить, что данное отношение, определенное на множестве всех направленных отрезков плоскости или пространства обладает следующими свойствами:
         1.  EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(AB;\s\up10( –())  (рефлексивность),

         2.  EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(A1B1;\s\up10( –()) (  EQ \O(A1B1;\s\up10( –())( EQ \O(AB;\s\up10( –())  (симметричность),

         3. ( EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(A1B1;\s\up10( –()) (  EQ \O(A1B1;\s\up10( –())( EQ \O(AB;\s\up10( –()))(  EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(A2B2;\s\up10( –())  (транзитивность).

Таким образом, отношение, которое мы определили, действительно является отношением эквивалентности (это отношение изучается в курсе алгебры). Поэтому множество всех направленных отрезков распадается на непересекающиеся классы эквивалентных друг другу отрезков.
Определение. Вектором называется класс эквивалентных между собой направленных отрезков. Другими словами, каждый направленный отрезок задает вектор, при этом, эквивалентные отрезки задают один и тот же вектор.   Направление всех отрезков данного класса называется направлением вектора, а их длина – длиной вектора. Длина вектора  EQ \O(a;\s\up8(()) обозначается (EQ \O(a;\s\up8(())( . 
Если вектор  EQ \O(a;\s\up8(())  задается направленным отрезком   EQ \O(AB;\s\up10( –()), то пишем     EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(AB;\s\up10( –()), и говорим, что   EQ \O(AB;\s\up10( –())  есть вектор  EQ \O(a;\s\up8(()), отложенный  из  точки  A . На чертеже вектор изображается любым из задающих его направленных отрезков. 
[image: image44.wmf]Предложение 1. Пусть задан направленный отрезок   EQ \O(AB;\s\up10( –())  и произвольная точка  A1. Тогда существует одна и только одна точка  B1, такая что  EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(A1B1;\s\up10( –()). Другими словами, данный вектор можно отложить из любой точки, и притом, единственным образом. 
Упражнение. Доказательство проведите самостоятельно
Пример. Пусть  ABCD – парал​лело​грамм. Тогда   EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(DC;\s\up10( –()) , и поэтому эти направленные отрезки они задают один и тоже вектор. Аналогично   EQ \O(BC;\s\up10( –())  и   EQ \O(AD;\s\up10( –()) задают один и тот же вектор.
Определение. Вектор, длина ко-торого равна нулю, называется нулевым и обозначается   EQ \O(o;\s\up8(()). Вектор, длина которого равна 1, называется единичным.

Определение. Векторы  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(–())  называются сонаправленными (противоположно направленными), если задающие их направленные   отрезки сонаправлены (противоположно направлены). Пишем  EQ \O(a;\s\up8(()) ((  EQ \O(b;\s\up9(())          (EQ \O(a;\s\up8(()) ((  EQ \O(b;\s\up9(()) ). Два вектора, направления которых совпадают или противоположны, называются коллинеарными. Пишем  EQ \O(a;\s\up8(()) ||  EQ \O(b;\s\up9(()). Считается, что у   EQ \O(o;\s\up8(())  направление неопределено и он коллинеарен любому вектору. Три и более векторов, параллельных одной плоскости называются компланарными.
§2.  Операции над векторами.

Определение. Пусть заданы два вектора  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(()). Отложим вектор  EQ \O(a;\s\up8(())  от произвольной точки  O:         EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(OA;\s\up10( –()), а из точки  A  отложим вектор   EQ \O(b;\s\up9(()):  EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(AB;\s\up10( –()). Пусть   EQ \O(c;\s\up8(())  – вектор, который задается направленным отрезком   EQ \O(OB;\s\up10( –()). Тогда   EQ \O(c;\s\up8(())  называется суммой векторов  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(()).
Пишем   EQ \O(c;\s\up8(()) = EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()).
 Этот способ построения суммы двух векторов называется правилом треугольника.

Однако, в нашем определении использо​валась произвольная точка O. Возникает вопрос: что если мы начнем построение от другой точки  O1?  Не получится ли другой вектор   EQ \O(c1;\s\up8(())? Другими словами, требуется еще доказать, что наше определение корректно. Самостоятельно докажите, пользуясь чертежом, что ( EQ \O(OA;\s\up10( –())( EQ \O(O1A1;\s\up10( –()) (  EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(A1B1;\s\up10( –())) (  EQ \O(OB;\s\up10( –())( EQ \O(O1B1;\s\up10( –()).
Свойства операции сложения векторов.

( EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(())  выполнено
1. EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) =   EQ \O(b;\s\up9(()) + EQ \O(a;\s\up8(()) (коммутативность);

2. (EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) ) +  EQ \O(c;\s\up8(()) =  (ассоциативность);

3. EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(o;\s\up8(()) = EQ \O(a;\s\up8(()).     
4.  (( EQ \O(x;\s\up8(())  такой что  EQ \O(a;\s\up8(()) + EQ \O(x;\s\up8(()) =  EQ \O(o;\s\up8(()). Этот вектор называется противоположным вектором к  EQ \O(a;\s\up8(())  и обозначается  – EQ \O(a;\s\up8(()).
Доказательство. 1. Отложим  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(())  от одной точки  O: EQ \O(a;\s\up8(())=  EQ \O(OA;\s\up10( –()),  EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(OB;\s\up10( –()). Достроим ΔOAB  до параллелограмма  OACB. Пусть  EQ \O(c;\s\up8(–()) =  EQ \O(OC;\s\up10( –()). Очевидно, что   EQ \O(AC;\s\up10( –())( EQ \O(OB;\s\up10( –()), т.е.  EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(AC;\s\up10( –()).  Тогда по правилу треугольника  EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(OC;\s\up10( –()). С другой стороны,   EQ \O(BC;\s\up10( –())( EQ \O(OA;\s\up10( –()),  (  EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(BC;\s\up10( –())  и по правилу треугольника   EQ \O(b;\s\up9(()) + EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(c;\s\up8(()). 

Данный способ построения суммы  векторов называется правилом параллелограмма.
2. Доказательство обозначено на чертеже. Здесь мы видим, что с одной стороны, (EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) ) +  EQ \O(c;\s\up8(()) = =  EQ \O(OC;\s\up10( –()), а с другой стороны,  EQ \O(a;\s\up8(()) + ( EQ \O(b;\s\up9(()) +  EQ \O(c;\s\up8(()) ) =  EQ \O(OC;\s\up10( –()).

Это свойство позволяет использовать обозначение  EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) +  EQ \O(c;\s\up8(())  без расстановки скобок.

3. Пусть  EQ \O(a;\s\up8(())=  EQ \O(OA;\s\up10( –()),  а   EQ \O(o;\s\up8(())  можем задать с помощью направленного отрезка   EQ \O(AA;\s\up10( –()). Тогда по правилу треугольника  EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(o;\s\up8(()) =  EQ \O(OA;\s\up10( –()) . Значит, EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(o;\s\up8(()) = EQ \O(a;\s\up8(()) .

4. Пусть  EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(OA;\s\up10( –()) . Зададим  EQ \O(x;\s\up8(()) =  EQ \O(AO;\s\up10( –()) . Тогда  по  правилу  треугольника  EQ \O(a;\s\up8(()) + EQ \O(x;\s\up8(()) =   EQ \O(OO;\s\up10( –()) . Значит, EQ \O(a;\s\up8(()) + EQ \O(x;\s\up8(()) =  EQ \O(o;\s\up8(()) .  Тем самым мы доказали существование противоположного вектора. Докажем единственность.
Предположим, что существует еще один вектор   EQ \O(x1;\s\up8(())  такой что   EQ \O(a;\s\up8(()) + EQ \O(x1;\s\up8(()) =  EQ \O(o;\s\up8(()). Прибавим к последнему равенству справа и слева вектор  EQ \O(x;\s\up8(()): 
(EQ \O(a;\s\up8(()) + EQ \O(x1;\s\up8(())) + EQ \O(x;\s\up8(()) =  EQ \O(o;\s\up8(()) + EQ \O(x;\s\up8(()).                                               
Используя свойства  1  и  2  получаем

(EQ \O(a;\s\up8(()) + EQ \O(x;\s\up8(()) ) + EQ \O(x1;\s\up8(()) =  EQ \O(o;\s\up8(()) + EQ \O(x;\s\up8(())   (    EQ \O(o;\s\up8(()) + EQ \O(x1;\s\up8(()) =  EQ \O(o;\s\up8(()) + EQ \O(x;\s\up8(())   (   EQ \O(x1;\s\up8(()) = EQ \O(x;\s\up8(()).

Определение. Разностью двух векторов  EQ \O(a;\s\up8(())   и   EQ \O(b;\s\up9(())  называется  такой вектор   EQ \O(d;\s\up9(()), что  EQ \O(b;\s\up9(()) +  EQ \O(d;\s\up9(()) =  EQ \O(a;\s\up8(()). Пишем   EQ \O(d;\s\up9(()) = EQ \O(a;\s\up8(()) –  EQ \O(b;\s\up9(()).
Докажем, что разность векторов существует и определяется однозначно.

Отложим  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(())  от одной точки  O:  EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(OA;\s\up10( –()),   EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(OB;\s\up10( –()), и пусть   EQ \O(d;\s\up9(()) =  EQ \O(BA;\s\up10( –()). Тогда по правилу треугольника   EQ \O(b;\s\up9(()) +  EQ \O(c;\s\up8(()) = EQ \O(a;\s\up8(())  (*). Значит, разность двух векторов существует.     
Докажем единственность. Прибавим справа и слева к к равенству  (*)  вектор  –  EQ \O(b;\s\up9(()):

( EQ \O(b;\s\up9(()) +  EQ \O(d;\s\up9(()) ) + (–  EQ \O(b;\s\up9(()) ) = EQ \O(a;\s\up8(()) + (–  EQ \O(b;\s\up9(()) ). 
Используя свойства  1  и  2  получаем

 EQ \O(d;\s\up9(()) +  EQ \O(o;\s\up8(–()) = EQ \O(a;\s\up8(()) + (–  EQ \O(b;\s\up9(()) )   (    EQ \O(d;\s\up9(()) = EQ \O(a;\s\up8(()) + (–  EQ \O(b;\s\up9(()) ).
Тем самым мы доказали, что  EQ \O(a;\s\up8(()) –   EQ \O(b;\s\up9(()) = EQ \O(a;\s\up8(()) + (–  EQ \O(b;\s\up9(()) ). А поскольку единственность противоположного вектора мы уже доказали, то и разность определяется однозначно. Кроме того, мы увидели, как построить разность на чертеже.

Определение. Произведением вектора  EQ \O(a;\s\up8(())  на число  (  называется такой вектор   EQ \O(b;\s\up9(()), что

1. EQ \O(a;\s\up8(()) ((  EQ \O(b;\s\up9(()), если   ( > 0,  и  EQ \O(a;\s\up8(()) ((  EQ \O(b;\s\up9(()), если  ( < 0 ;
2. | EQ \O(b;\s\up9(()) | = |(|·|EQ \O(a;\s\up8(()) |.
Пишем   EQ \O(b;\s\up9(()) = (EQ \O(a;\s\up8(()). (Часто еще добавляют  3. если  ( = 0, то  EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(o;\s\up8(–()). Но это следует из  2.) 

Свойства операции умножения вектора на число.
1. (( EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) ) = (EQ \O(a;\s\up8(()) + ( EQ \O(b;\s\up9(());           3. (( + ()EQ \O(a;\s\up8(()) = (EQ \O(a;\s\up8(()) + (EQ \O(a;\s\up8(());
2. (((EQ \O(a;\s\up8(()) ) = ((()EQ \O(a;\s\up8(());                 4. 1·EQ \O(a;\s\up8(()) = EQ \O(a;\s\up8(()).
Доказательство.  1. Пусть
         EQ \O(a;\s\up8(())=  EQ \O(OA;\s\up10( –()),  EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(AB;\s\up10( –()),
     (EQ \O(a;\s\up8(())=  EQ \O(OA1;\s\up10( –()), ( EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(A1B1;\s\up10( –()).
Тогда по правилу треугольника   

   EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(OB;\s\up10( –()) , (EQ \O(a;\s\up8(()) + ( EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(OB1;\s\up10( –()).

 Нам требуется доказать, что  ((EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) ) =  EQ \O(OB1;\s\up10( –()).
Из  (**)  вытекает по-добие треугольников ΔOAB ( ( ΔOA1B1  по двум сторонам и углу между ними. Поэтому  EQ \O(OB;\s\up10( –()) | |  EQ \O(OB1;\s\up10( –())  и   ( EQ \O(OB1;\s\up10( –())( = (( EQ \O(OB;\s\up10( –())(.  
Отсюда, с учетом   EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(OB;\s\up10( –()),  вытекает  ((EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) ) =  EQ \O(OB1;\s\up10( –()).  На первом рисунке изображен случай  ( > 0, а на втором –  ( < 0. В случае же ( = 0, обе части равенства дают  EQ \O(o;\s\up8(–()).

Упражнение. Остальные свойства докажите самостоятельно.

Теорема 1 (первый признак коллинеарности векторов). Для того, чтобы ненулевые векторы  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(())  были коллинеарны, необходимо и достаточно, чтобы существовало такое число ( , что   EQ \O(b;\s\up9(()) = (EQ \O(a;\s\up8(()).    
Доказательство. Достаточность вытекает непосредственно из определения произведения вектора на число. Если  EQ \O(a;\s\up8(()) = ( EQ \O(b;\s\up9(()), то по определению  EQ \O(a;\s\up8(()) ||  EQ \O(b;\s\up9(()).
Необходимость. Пусть  EQ \O(a;\s\up8(()) ||  EQ \O(b;\s\up9(()).

1 случай:  EQ \O(a;\s\up8(()) ((  EQ \O(b;\s\up9(()).  Положим  ( =( EQ \O(b;\s\up9(())( /(EQ \O(a;\s\up8(())( > 0. Тогда

                     (EQ \O(a;\s\up8(()) (( EQ \O(a;\s\up8(()) (  (EQ \O(a;\s\up8(()) ((  EQ \O(b;\s\up9(()),
                             ((EQ \O(a;\s\up8(())( =((((EQ \O(a;\s\up8(())( = (|EQ \O(a;\s\up8(()) | = EQ \O(b;\s\up9(()) EQ \F(((;(EQ \O(a;\s\up8(())()
|EQ \O(a;\s\up8(()) | =( EQ \O(b;\s\up9(())(.
2 случай:  EQ \O(a;\s\up8(()) ((  EQ \O(b;\s\up9(()). Положим  ( = –( EQ \O(b;\s\up9(())( /(EQ \O(a;\s\up8(())( < 0. Тогда
                    (EQ \O(a;\s\up8(()) (( EQ \O(a;\s\up8(())  (  (EQ \O(a;\s\up8(()) ((  EQ \O(b;\s\up9(()),

                             ((EQ \O(a;\s\up8(())( =((((EQ \O(a;\s\up8(())(= –(|EQ \O(a;\s\up8(()) | = EQ \O(b;\s\up9(()) EQ \F(((;(EQ \O(a;\s\up8(())()
 |EQ \O(a;\s\up8(()) | =( EQ \O(b;\s\up9(())(.
Что и требовалось доказать.
      В процессе доказательства мы показали, как решить следующую задачу: найти вектор   EQ \O(b;\s\up9(())  сонаправленный с данным вектором  EQ \O(a;\s\up8(())  и имеющий заданную длину  ( EQ \O(b;\s\up9(())(= (. Это будет вектор   EQ \O(b;\s\up9(()) =  \O(a;\s\up8(()) EQ \F((;(()
  EQ \O(b;\s\up9(()). В частности, единичный вектор   EQ \O(e;\s\up8(()) ((EQ \O(a;\s\up8(())  находится так:  EQ \O(e;\s\up8(()) = a;\s\up8(()) EQ \F(1;(()
 EQ \O(a;\s\up8(()) . Такой вектор называется ортом вектора  EQ \O(a;\s\up8(()).

§3.  Угол между векторами. Ориентация пары векторов на плоскости или тройки векторов в пространстве.

Определение. Пусть  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(()) – два ненулевых вектора. Отложим их из одной точки  О: EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(OA;\s\up10( –()),  EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(OB;\s\up10( –()). Тогда углом между векторами  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(())  называется угол между лучами  OA  и  OB, т.е.  ( =(AOB. Пишем      ( =(( EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) ). 
Если речь идет о векторах  на  плоскости,  то можем ввести понятие ориентированного угла между векторами. Если кратчайший поворот
от луча  OA  к лучу  OB  осуществляется против часовой стрелки, то считаем, что  ( > 0, а если по часовой – то ( < 0 . Таким образом,       – ( < ( (  ( . Если  ( > 0, то пара векторов  (EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) )  называется правой, а если  ( < 0  – то левой.

В пространстве понятие ориентированного угла не имеет смысла. Если посмотреть на плоскость, в которой лежат лучи  OA  и  OB  с одной стороны, то увидим, что кратчайший поворот от OA  к  OB  осуществляется в одном направлении, а если посмотреть на плоскость с другой стороны, то мы увидим тот же поворот в другом направлении.
Пусть в пространстве даны три некомпланарных вектора  EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()). Отложим их из одной точки  О:  EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(OA;\s\up10( –()),   EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(OB;\s\up10( –()),   EQ \O(c;\s\up8(()) =  EQ \O(OC;\s\up10( –()).  Тройка  векторов  (EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()) )  называется правой, если кратчайший поворот от луча  OA  к лучу  OB, если смотреть из точки  C , выглядит  как  осуществляющийся  против часовой стрелки. Соответственно, если этот поворот выглядит как осуществляющийся по часовой стрелке, то тройка векторов   (EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()) )  называется левой. На рисунке изображена правая тройка векторов.
§4.  Проекция вектора на ось.
Пусть  l – некоторая прямая в пространстве. Выберем точку O( l  и единичный вектор   EQ \O(e;\s\up8(()) || l. Построим направленный отрезок   EQ \O(OE;\s\up10( –()) =  EQ \O(e;\s\up8(()). Прямая  l  с отрезком   EQ \O(OE;\s\up10( –())  называется осью. Иногда говорят, что ось – это прямая, на которой задано направление.
Определение. Пусть  EQ \O(a;\s\up8(()) – произвольный вектор, а   EQ \O(AB;\s\up10( –()) – произвольный направленный отрезок, который представляет  EQ \O(a;\s\up8(()).  Опустим перпендикуляры  AA1  и  BB1 на прямую  l.  Пусть EQ \O(a1;\s\up8(( )) =  EQ \O(A1B1;\s\up10( –()). Тогда вектор
EQ \O(a1;\s\up8(( ))  называется векторной проекцией  вектора EQ \O(a;\s\up8(())  на ось  l  и обозначается  (lEQ \O(a;\s\up8(()). 
Мы имеем  EQ \O(a1;\s\up8(( )) ||  EQ \O(e;\s\up8(()). Поэтому согласно теореме 1 существует такое число p, что  EQ \O(a1;\s\up8(( )) = p EQ \O(e;\s\up8(()). Это число называется скалярной  проекцией вектора EQ \O(a;\s\up8(())  на ось  l . Поскольку   EQ \O(e;\s\up8(()) –
единичный вектор, то  p – это длина вектора  EQ \O(a1;\s\up8(( )), если EQ \O(a1;\s\up8(( ))(( EQ \O(e;\s\up8(()), и  p = – |EQ \O(a1;\s\up8(( ))|, если    EQ \O(e;\s\up8(())((EQ \O(a1;\s\up8(( )). Будем обозначать скалярную проекцию так:  (lEQ \O(a;\s\up8(()).
Зная скалярную проекцию вектора мы можем найти его векторную проекцию: 
                                             (l EQ \O(e;\s\up8(()) = ((lEQ \O(a;\s\up8(()) ) EQ \O(e;\s\up8(());                                   (*)

Если EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(e;\s\up8(()), то, очевидно,  A1= B1  и  (lEQ \O(a;\s\up8(()) = 0.

Необходимо еще доказать, что определения скалярной и векторной проекции корректны, т.е. не зависят от выбора направленного отрезка   EQ \O(AB;\s\up10( –()), который представляет вектор  EQ \O(a;\s\up8(()). Другими словами, если мы отложим вектор  EQ \O(a;\s\up8(())  от другой точки, то его скалярная и векторная проекции не изменятся,– и это надо доказать.
Проведем через точки  A  и  B  плоскости  (  и  (  перпендикулярно  l. Тогда  (p(=((l EQ \O(a;\s\up7(())( есть расстояние между  (  и  ( . Выберем другой направленный отрезок  EQ \O(A(B(;\s\up9(–()), представляющий  EQ \O(a;\s\up7(()) и проведем через точки  A(, B ( плоскости (( и  (( перпендикулярно l. Направленные отрезки  EQ \O(AB;\s\up9(–()) и  EQ \O(A(B(;\s\up9(–()) эквивалентны, а значит, они совмещаются параллельным переносом. При этом переносе плоскость ( совместится с ((, а плоскость ( – с ((. Значит, расстояние между (( и  (( равно расстоянию между (  и  (, и оно равно (p(. Поэтому (p( не зависит от выбора направленного отрезка.      Направление векторной проекции также не изменится при переносе, поэтому и знак   p  не изменится. Итак, скалярная проекция не зависит от выбора направленного отрезка, представляющего   EQ \O(a;\s\up7(()). В силу равенства (() (l  EQ \O(a;\s\up7(()) также не зависит от выбора направленного отрезка.
Теорема 2.  Свойства проекции вектора на ось.
1. (l EQ \O(a;\s\up8(())=|EQ \O(a;\s\up8(()) | cos(( EQ \O(e;\s\up8(()), EQ \O(a;\s\up8(()) );

2. (l((EQ \O(a;\s\up8(()) ) = ((l EQ \O(a;\s\up8(()),  (l((EQ \O(a;\s\up8(()) ) = (((lEQ \O(a;\s\up8(()) );
3. (l(EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) ) = (l EQ \O(a;\s\up8(()) + (l EQ \O(b;\s\up9(()), (l(EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) ) = (l EQ \O(a;\s\up8(()) + (l  EQ \O(b;\s\up9(()).

Доказательство. 1. Поскольку определение проекции не зависит от выбора точки   A ,  из которой отложен вектор EQ \O(a;\s\up8(()), мы можем отложить его из точки  О. Обозначим  ( =(( EQ \O(e;\s\up8(()), EQ \O(a;\s\up8(()) ).

1 случай: ( ( (/2. Тогда из  (OBB1 получим, что  
      p =(OB1(=(OB(· cos ( = |EQ \O(a;\s\up8(()) | cos (.
2 случай: ( > (/2. Тогда из  (OBB1 получим, что  
p = –(OB1(= –(OB(· cos ((– () = |EQ \O(a;\s\up8(()) | cos (.
2.  Для скалярных проекций:

1 случай: ( > 0. Тогда  (EQ \O(a;\s\up8(()) (( EQ \O(a;\s\up8(())  и     (( EQ \O(e;\s\up8(()), (EQ \O(a;\s\up8(()) ) =  (. Значит,
     (l((EQ \O(a;\s\up8(()) ) =((EQ \O(a;\s\up8(())(cos (( EQ \O(e;\s\up8(()),(EQ \O(a;\s\up8(()) ) = 
                                     = (|EQ \O(a;\s\up8(()) |cos ( = ((l EQ \O(a;\s\up8(()).
2 случай: ( < 0. Тогда  (EQ \O(a;\s\up8(()) (( EQ \O(a;\s\up8(()),  
(( EQ \O(e;\s\up8(()), (EQ \O(a;\s\up8(()) ) = ( – (  и  cos(( EQ \O(e;\s\up8(()),(EQ \O(a;\s\up8(()) ) =  – cos (,

(l((EQ \O(a;\s\up8(()) ) =((EQ \O(a;\s\up8(())(cos(( EQ \O(e;\s\up8(()),(EQ \O(a;\s\up8(()) ) = –(|EQ \O(a;\s\up8(()) | (– cos () =

            = (|EQ \O(a;\s\up8(()) |cos(( EQ \O(e;\s\up8(()), EQ \O(a;\s\up8(()) ) = ((l EQ \O(a;\s\up8(()).

3 случай: ( = 0. Тогда равенство очевидно.
Для векторных проекций с помощью равенства  (()  получаем:
                   (l((EQ \O(a;\s\up8(()) ) = ((l((EQ \O(a;\s\up8(()) )) · EQ \O(e;\s\up8(()) = (((l EQ \O(a;\s\up8(()) ) · EQ \O(e;\s\up8(()) = (((l EQ \O(a;\s\up8(()) ).

3. Доказательство  для  векторных проекций показано на чертеже, но только для случая векторов на плоскости. Рисунок для векторов в пространстве можно найти в учебнике  [10].
Для скалярных проекций равенство вытекает из равенства  для векторных проекций. Например, в случае, изображенном  на втором рисунке, 
      (l(EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) ) = (A1C1(,
      (l EQ \O(a;\s\up8(()) = (A1B1(,
      (l  EQ \O(b;\s\up9(()) = – (B1C1(, 
и мы видим, что
                                       (A1C1( = (A1B1( +(– (B1C1().
§5.  Скалярное произведение векторов.
Определение. Скалярным произведением двух векторов  EQ \O(a;\s\up8(())  и  EQ \O(b;\s\up9(())  называется число
                                         EQ \O(a;\s\up8(()) ·  EQ \O(b;\s\up9(()) = |EQ \O(a;\s\up8(()) |( EQ \O(b;\s\up9(())( cos(( EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) ).                                 (1)
Число  EQ \O(a;\s\up8(()) 2 = EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(a;\s\up8(())  называется скалярным квадратом вектора  EQ \O(a;\s\up8(()).

Из определения получаем 

           EQ \O(a;\s\up8(()) 2 = – |EQ \O(a;\s\up8(()) ||EQ \O(a;\s\up8(()) | cos 0 о = |EQ \O(a;\s\up8(()) |2    (     |EQ \O(a;\s\up8(()) | =  \O(a;\s\up8(()) EQ \R(  · EQ \O(a;\s\up8(()) )
 .
Также из определения очевидно, что равенство  EQ \O(a;\s\up8(–()) ·  EQ \O(b;\s\up9(–()) = 0  возможно только в следующих случаях:  1. |EQ \O(a;\s\up8(()) |= 0 ,  2. ( EQ \O(b;\s\up9(())(= 0 ,  3. ((EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) ) =  (/2.
Таким образом, мы доказали следующую теорему.

Теорема 3.  1. Скалярный квадрат вектора равен квадрату его длины.

2. Для того, чтобы ненулевые векторы  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(())  были перпендикулярны необходимо и достаточно, чтобы их скалярное произведение было равно нулю ( EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(())  (  EQ \O(a;\s\up8(()) ·  EQ \O(b;\s\up9(()) = 0).

Согласно  по1 теоремы 2  величина  ( EQ \O(b;\s\up9(())( cos(( EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) )   равна скалярной проекции вектора   EQ \O(b;\s\up9(())  на ось, направление которой  определяется вектором  EQ \O(a;\s\up8(()). Обозначим эту величину  ( EQ \O(a;\s\up5(()) EQ \O(b;\s\up9(()). Тогда
                                           EQ \O(a;\s\up8(()) ·  EQ \O(b;\s\up9(()) = |EQ \O(a;\s\up8(()) |·( EQ \O(a;\s\up5(()) EQ \O(b;\s\up9(()) =( EQ \O(b;\s\up9(())( ( EQ \O(b;\s\up6(())EQ \O(a;\s\up8(()) .                                  (2)

Свойства скалярного произведения.
1.  EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(b;\s\up9(()) ·EQ \O(a;\s\up8(())  (коммутативность);

2.  ((EQ \O(a;\s\up8(()) ) ·  EQ \O(b;\s\up9(()) = (( EQ \O(a;\s\up8(()) ·  EQ \O(b;\s\up9(()) );                 (линейность)
3.  EQ \O(a;\s\up8(())·( EQ \O(b;\s\up9(()) +  EQ \O(c;\s\up8(–()) ) = EQ \O(a;\s\up8(()) ·  EQ \O(b;\s\up9(()) + EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(c;\s\up8(–());

4.  EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(a;\s\up8(()) ( 0,  и  EQ \O(a;\s\up8(()) ·EQ \O(a;\s\up8(()) = 0 ( EQ \O(a;\s\up8(()) = EQ \O(o;\s\up8(–()) (положительная определенность).

Доказательство.  1.  Вытекает непосредственно из определения.
2. Согласно формулам  (2)  и свойствам скалярной проекции  (по2  теоремы 2)
                   ((EQ \O(a;\s\up8(()) )· EQ \O(b;\s\up9(()) =( EQ \O(b;\s\up9(())(( EQ \O(b;\s\up6(())((EQ \O(a;\s\up8(()) ) =( EQ \O(b;\s\up9(())(((( EQ \O(b;\s\up6(())EQ \O(a;\s\up8(()) ) = ((( EQ \O(b;\s\up9(())(( EQ \O(b;\s\up6(())EQ \O(a;\s\up8(()) ) = ((EQ \O(a;\s\up8(()) ·  EQ \O(b;\s\up9(()) ).
3. Согласно  по3  теоремы 2  и формулам (2) имеем 
  EQ \O(a;\s\up8(()) ·(  EQ \O(b;\s\up9(()) +  EQ \O(c;\s\up8(–()) ) = |EQ \O(a;\s\up8(()) |( EQ \O(a;\s\up5(())( EQ \O(b;\s\up9(()) + EQ \O(c;\s\up8(–()) ) = |EQ \O(a;\s\up8(()) |(( EQ \O(a;\s\up5(()) EQ \O(b;\s\up9(()) + ( EQ \O(a;\s\up5(()) EQ \O(c;\s\up8(–()) ) = |EQ \O(a;\s\up8(()) |( EQ \O(a;\s\up5(()) EQ \O(b;\s\up9(()) + |EQ \O(a;\s\up8(()) |( EQ \O(a;\s\up5(()) EQ \O(c;\s\up8(–()) = EQ \O(a;\s\up8(()) ·  EQ \O(b;\s\up9(()) + EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(c;\s\up8(–())
4. Вытекает непосредственно из  по1 теоремы 3.
       Замечание. Если мы знаем, чему равно скалярное произведение векторов  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(())  и знаем их длины, то мы можем вычислить угол между ними:

                                              cos((  EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) ) =  \O(a;\s\up8(()) EQ \F( ·  EQ \O(b;\s\up9(()) ;|EQ \O(a;\s\up8(()) |( EQ \O(b;\s\up9(())()
 .                                     (3)

Используется также следующее обозначение для скалярного произведения: (EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) ).
§6.  Координаты вектора и точки на прямой.
Пусть  l – произвольная прямая. Рассмотрим множество всех векторов параллельных  l. Пусть  EQ \O(a;\s\up8(()) – один из них. Назовем его базисным. Пусть   EQ \O(b;\s\up9(()) || l – другой вектор.
Тогда   EQ \O(b;\s\up9(()) ||EQ \O(a;\s\up8(()),  а значит, согласно теореме 1,найдется такое число  x, что   EQ \O(b;\s\up9(()) = xEQ \O(a;\s\up8(()).
Число  x  называется координатой вектора   EQ \O(b;\s\up9(())  относительно базиса            B = {EQ \O(a;\s\up8(())}. Пишем   EQ \O(b;\s\up9(())(x)B .
Если   EQ \O(c;\s\up8(()) = yEQ \O(a;\s\up8(()), то   EQ \O(b;\s\up9(()) + EQ \O(c;\s\up8(()) = (x + y)EQ \O(a;\s\up8(()),  а если  ( – произвольное число, то  ( EQ \O(b;\s\up9(()) = ((x)EQ \O(a;\s\up8(()) .  Таким образом, при сложении  векторов  их  координаты складываются,  а  при  умножении вектора на число его координаты умножаются на это число.
Выберем теперь произвольную точку  O(l. Пару R = {O, EQ \O(a;\s\up8(()) } назовем репером. Пусть  B – произвольная точка на прямой, а   EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(OB;\s\up10( –()), и   EQ \O(b;\s\up9(())(x)B . Тогда  x  называется координатой точки  B  относительно репера  R .
Очевидно, точка  O  делит прямую  l  на два луча. На одном из них точки имеют координату  x ( 0, а на втором –  x ( 0. Точка  O  называется началом координат. Базис  B  и репер  R   называются единичными, если  |EQ \O(a;\s\up8(()) | = 1. Очевидно, что в этом случае  (OB(=( EQ \O(b;\s\up9(())( = | x ||EQ \O(a;\s\up8(()) |= | x |.
Если  A – такая точка, что  EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(OA;\s\up10( –()), то репером еще называют пару {O, A}.
§7.  Координаты вектора и точки на плоскости.

Пусть на плоскости заданы два неколлинеарных вектора  EQ \O(a;\s\up8(()) ,  EQ \O(b;\s\up9(())  и произвольная точка O. Пару B = {EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(())}  назовем  базисом, а тройку               R = {O, EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(())} – аффинным репером. Пусть  EQ \O(c;\s\up8(()) – произвольный вектор. Отложим все векторы из точки O:    

  EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(OA;\s\up10( –()) ,  EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(OB;\s\up10( –()),  EQ \O(c;\s\up8(()) =  EQ \O(OC;\s\up10( –()).
Проведем прямые  l1= OA ,  l2 = OB. Построим параллелограмм, две стороны которого лежат на прямых l1, l2, так чтобы  C  являлась его вершиной. Пусть  A1 и B1 – вершины параллелограмма, лежащие на  l1  и  l2  соответственно.  Пусть  EQ \O(a1;\s\up8(( ))=  EQ \O(OA1;\s\up10( –()),   EQ \O(b1;\s\up9(( ))=  EQ \O(OB1;\s\up10( –()).  Тогда по правилу параллелограмма    EQ \O(c;\s\up8(()) = EQ \O(a1;\s\up8(( )) +  EQ \O(b1;\s\up9(( )). Поскольку  EQ \O(a1;\s\up8(( ))||EQ \O(a;\s\up8(()), а   EQ \O(b1;\s\up9(( ))|| EQ \O(b;\s\up9(()), то существуют такие числа  x1, x2 , что  EQ \O(a1;\s\up8(( )) = x1EQ \O(a;\s\up8(()) , EQ \O(a1;\s\up8(( )) = x2 EQ \O(b;\s\up9(())  (
                                                     EQ \O(c;\s\up8(())  = x1EQ \O(a;\s\up8(()) + x2 EQ \O(b;\s\up9(()).                                              (4)
Это выражение называется разложением вектора   EQ \O(c;\s\up8(())  по базису  B = {EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(())}. Числа  x1, x2  называются координатами вектора   EQ \O(c;\s\up8(())  в данном базисе. Они же называются координатами точки  C  относительно репера          R = {O, EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(())}. Пишем  EQ \O(c;\s\up8(())(x1, x2)B ,  C(x1, x2)R . Если заранее известно, о каком базисе или репере идет речь, то их обозначение к координатам не добавляют. Репером на плоскости также называют тройку точек  {O, A, B}.
Точка  O  называется началом координат. Прямые  l1, l2  вместе с выбранными на них направленными отрезками   EQ \O(OA;\s\up10( –()) ,  EQ \O(OB;\s\up10( –())  называются координатными осями. А совокупность координатных осей и начала координат называется аффинной системой координат (СК) на плоскости. Иногда репером называют также тройку точек  {O, A, B}, не лежащих на одной прямой.
Вектор   EQ \O(c;\s\up8(())  называется  радиус-вектором точки  C  в данной СК или в данном репере. Если мы выберем другое начало координат  O1, то та же самая точка  C   будет задаваться другим радиус-вектором  EQ \O(с1;\s\up8(( )) =  EQ \O(O1С;\s\up10( –()). Поэтому ее координаты изменятся. Координаты же вектора   EQ \O(c;\s\up8(())  не зависят от выбора начала координат.
Действительно, пусть мы имеем еще одно разложение:

                             EQ \O(c;\s\up8(()) = y1EQ \O(a;\s\up8(()) + y2 EQ \O(b;\s\up9(()),                (4()
где, например,  x2 ≠ y2 . Вычтем  (4()  из   (4):
    EQ \O(o;\s\up8(–()) = (x1 – y1) EQ \O(a;\s\up8(()) + (x2 – y2)  EQ \O(b;\s\up9(())        (           EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \F(x1 – y1; y2 – x2) EQ \O(a;\s\up8(()) .
Мы получили, что  EQ \O(b;\s\up9(()) ||EQ \O(a;\s\up8(()), но мы с самого начала предполагали, что векторы  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(())  неколлинеарны. Противоречие. Значит,  x2 = y2. Аналогично доказывается, что  x1 = y1.

Определение. Базис  B  и репер R  называются ортонормированными, если базисные векторы являются единичными и взаимно перпендикулярными   (|EQ \O(a;\s\up8(()) | = | EQ \O(b;\s\up9(()) | =1 и  EQ \O(a;\s\up8(())· EQ \O(b;\s\up9(()) = 0). В этом случае СК тоже называется ортонормированной. Если, к тому же, пара  (EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) )  является правой, то  СК называется  декартовой.
Тогда приняты следующие обозначения: координаты  (x, y),  координатные оси – Ox, Oy, базисные векторы –  i , j , направленные  отрезки на осях – OE1, OE2 .  Векторы   i,  j  называются базисными ортами.

Пусть произвольный вектор   EQ \O(c;\s\up8(())  в декартовой СК имеет координаты  (x, y), т.е.  EQ \O(c;\s\up8(()) = xi + yj . Домножим это равенство скалярно на вектор  i: 
 EQ \O(c;\s\up8(()) · i = x(i·i) + y(j·j) = x·1 + y· 0 = x.
А, с другой стороны,
 EQ \O(c;\s\up8(()) · i =( EQ \O(c;\s\up8(())(( i( cos(( EQ \O(c;\s\up8(()), i) =( EQ \O(c;\s\up8(())( cos((i,  EQ \O(c;\s\up8(()) ) = (Ox EQ \O(c;\s\up8(()).
Значит, x = (Ox EQ \O(c;\s\up8(()) . Аналогично получаем y = (Oy EQ \O(c;\s\up8(()). Таким образом, в декартовой СК координаты вектора совпадают с его скалярными проекциями на координатные оси.
Пусть  ( =(( i,  EQ \O(c;\s\up8(()) ), ( =(( j,  EQ \O(c;\s\up8(()) ). Тогда величины  cos (   и  cos (  называются направляющими косинусами вектора   EQ \O(c;\s\up8(()) .
Пусть в произвольной аффинной СК, которая задаётся репером    R  = {O, EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(())}  известны координаты двух векторов:  EQ \O(c;\s\up8(())(x1, x2),   EQ \O(d;\s\up9(–())(y1, y2).  Тогда
 EQ \O(c;\s\up8(()) +  EQ \O(d;\s\up9(()) = (x1EQ \O(a;\s\up8(()) + x2 EQ \O(b;\s\up9(()) ) + (y1EQ \O(a;\s\up8(()) + y2 EQ \O(b;\s\up9(()) ) = (x1+y1)EQ \O(a;\s\up8(()) + (x2+y2) EQ \O(b;\s\up9(()).
( EQ \O(c;\s\up8(()) = ((x1EQ \O(a;\s\up8(()) + x2 EQ \O(b;\s\up9(()) ) = ((x1)EQ \O(a;\s\up8(()) + ((x2) EQ \O(b;\s\up9(()).

Значит, вектор   EQ \O(c;\s\up8(()) +  EQ \O(d;\s\up9(())  имеет координаты  (x1+ y1, x2 + y2), а вектор  ( EQ \O(c;\s\up8(()) имеет координаты  ((x1,(x2). Таким образом, при сложении векторов их координаты складываются, а при умножении вектора на число его координаты умножаются на это число. Также легко убедиться, что при вычитании векторов их координаты вычитаются.
Допустим, нам известны координаты двух точек  P(x1, x2), Q(y1, y2),  а   EQ \O(d;\s\up9(()) =  EQ \O(PQ;\s\up10( –()). Выясним, как найти координаты этого вектора.
 Пусть   EQ \O(p;\s\up8(()) =  EQ \O(OP;\s\up10( –()),   EQ \O(q;\s\up8(()) =  EQ \O(OQ;\s\up10( –()).   Согласно определению, координаты точки совпадают с координатами ее радиус-вектора. Значит,   EQ \O(p;\s\up8(())(x1, x2),  EQ \O(q;\s\up8(())(y1, y2). По  правилу тре-угольника EQ \O(p;\s\up8(()) +  EQ \O(d;\s\up9(())  = EQ \O(q;\s\up8(()) , т.е.  EQ \O(d;\s\up9(()) = EQ \O(q;\s\up8(()) –  EQ \O(p;\s\up8(()).
Значит,  EQ \O(d;\s\up9(())(y1– x1, y2 – x2). 
Таким образом, для того, чтобы найти координаты вектора надо от координат его конца вычесть координаты начала.

§8.  Координаты вектора и точки в пространстве.
Пусть в пространстве заданы три некомпланарных вектора  EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()). Назовем их базисными, а тройку B = {EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(())} –  базисом. Пусть O – произвольная точка. Четверку R = {O, EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(())}  назовем аффинным репером в пространстве. Пусть  EQ \O(d;\s\up9(()) –  произвольный  вектор. Отложим все  векторы  из точки  O: 
     EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(OA;\s\up10( –()) ,   EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(OB;\s\up10( –()), 
      EQ \O(c;\s\up8(()) =  EQ \O(OC;\s\up10( –()),   EQ \O(d;\s\up9(()) =  EQ \O(OD;\s\up10( –()). 
Проведем прямые       l1 = OA,  l2 = OB,         l3 = OC.  Построим параллелепипед так, чтобы три его ребра лежали на этих прямых, а точка   D   была вершиной. Пусть  A1, B1, C1 –  вершины параллелепипеда, лежащие на прямых  l1, l2, l3, а  D1 – четвертая вершина основания. Пусть     
                              EQ \O(a1;\s\up8(( ))=  EQ \O(OA1;\s\up10( –()),   EQ \O(b1;\s\up9(( ))=  EQ \O(OB1;\s\up10( –()),  EQ \O(с1;\s\up8(( ))=  EQ \O(OC1;\s\up10( –()),   EQ \O(d1;\s\up9(( ))=  EQ \O(OD1;\s\up10( –()).
Тогда   EQ \O(c1;\s\up8(–( )) =  EQ \O(D1D;\s\up10( –()), и по правилу треугольника   EQ \O(d;\s\up9(()) =  EQ \O(d1;\s\up9(( ))+ EQ \O(с1;\s\up8(( )). А по правилу параллелограмма  EQ \O(с1;\s\up8(( )) = EQ \O(a1;\s\up8(( ))+  EQ \O(b1;\s\up9(( )). Значит,  EQ \O(d;\s\up9(()) = EQ \O(a1;\s\up8(( ))+  EQ \O(b1;\s\up9(( ))+ EQ \O(с1;\s\up8(( )) . Но  EQ \O(a1;\s\up8(( )) || EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b1;\s\up9(( ))||  EQ \O(b;\s\up9(()),   EQ \O(с1;\s\up8(( ))||  EQ \O(c;\s\up8(()), и по признаку коллинеарности векторов существуют такие числа  x1, x2, x3, что  EQ \O(a1;\s\up8(( )) = x1EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b1;\s\up9(( )) = x2 EQ \O(b;\s\up9(()), EQ \O(с1;\s\up8(( )) = x3 EQ \O(c;\s\up8(())  (
                                      EQ \O(d;\s\up9(()) = x1EQ \O(a;\s\up8(()) + x2 EQ \O(b;\s\up9(()) + x3 EQ \O(c;\s\up8(()) .                                     (5)
Это выражение называется разложением вектора   EQ \O(d;\s\up9(())  по базису  B . Числа  x1, x2,  x3  называются координатами вектора   EQ \O(d;\s\up9(())   в этом базисе. Они же называются координатами точки    D  относительно репера R  . Пишем    EQ \O(d;\s\up9(())(x1, x2, x3 )B , D(x1, x2, x3 )R . Репером также называют четверку точек  {O, A, B, C}.
Вектор   EQ \O(d;\s\up9(())  называется радиус-вектором точки  D  в данном репере. Таким образом, по определению координаты точки совпадают с  координатами ее радиус-вектора. Точка  O  называется началом координат, прямые  l1, l2, l3,  вместе с выбранными на них направленными отрезками   EQ \O(OA;\s\up10( –()),  EQ \O(OB;\s\up10( –()),  EQ \O(OC;\s\up10( –()),  называются координатными осями, а совокупность координатных осей и начала называется аффинной системой координат в пространстве. Иногда репером называют четвёрку точек    {O, A, B, C}, не лежащих в одной плоскости.
Если мы выберем другое начало координат, то та же самая точка  D  будет задаваться другим радиус-вектором ( ее координаты изменятся. Координаты же вектора   EQ \O(d;\s\up9(())  не зависят от выбора начала координат. Действительно, пусть имеем еще одно разложение
 EQ \O(d;\s\up9(()) = y1EQ \O(a;\s\up8(()) + y2 EQ \O(b;\s\up9(()) + y3 EQ \O(c;\s\up8(–()),                                          (5' )
где, например,   y3 ≠ x3 . Вычтем  (5' )  из  (5): 
EQ \O(o;\s\up8(–()) = (x1 – y1)EQ \O(a;\s\up8(()) + (x2 – y2) EQ \O(b;\s\up9(()) + (x3 – y3) EQ \O(c;\s\up8(()),   (
 EQ \O(c;\s\up8(–()) =  EQ \F(x1 – y1; y3 – x3) EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \F(x2 – y2;y3 – x3)  EQ \O(b;\s\up9(()). 
Значит, вектор   EQ \O(c;\s\up8(())  лежит в одной плоскости с векторами  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(()). А мы с самого начала предполагали, что векторы  EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(())  некомпланарны. Противоречие. Значит,  y3 = x3 . Аналогично доказывается, что  y2 = x2,  y1 = x1.

Так же, как и на плоскости доказывается, что при сложении векторов их координаты складываются, а при умножении вектора на число его координаты умножаются на это число. А для того, чтобы найти координаты вектора, надо из координат его конца отнять координаты начала. 
Если векторы  EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(())  единичные и взаимно ортогональные, то базис  B  и репер  R   называются  ортонормированными. Если,  к тому же, векторы  EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(())  образуют правую тройку, то СК называется декартовой. В этом случае приняты обозначения базисных векторов  i, j, k ;  координат – x, y, z; координатных осей – Ox, Oy, Oz; направленных          отрезков на осях – OE1, OE2, OE3.
Векторы  i, j, k называются базисными ортами. 
Так же, как и на плоскости доказывается, что в декартовой СК координаты вектора совпадают с его скалярными проекциями на координатные оси. 
Пусть  ( =(( i,  EQ \O(d;\s\up9(()) ), ( =(( j,  EQ \O(d;\s\up9(()) ), ( =(( j,  EQ \O(d;\s\up9(()) ). Тогда величины  cos (, cos (, cos (  называются направляющими косинусами вектора   EQ \O(d;\s\up9(()).
 Они обладают свойством:   cos2( + cos2( + cos2( = 1.
Теорема 1(. (второй признак коллинеарности векторов).                           
Для того, чтобы два ненулевых вектора на плоскости или в пространстве были коллинеарны необходимо и достаточно, чтобы их координаты были пропорциональны ( EQ \O(a;\s\up8(())(a1, a2, a3)((   EQ \O(b;\s\up9(())(b1, b2, b3) (   EQ \F(a1;b1) =  EQ \F(a2;b2) =  EQ \F(a3;b3) ).

 Доказательство. Согласно первому признаку коллинеарности векторов   EQ \O(a;\s\up8(()) ||  EQ \O(b;\s\up9(())   (   ((: EQ \O(a;\s\up8(()) =  ( EQ \O(b;\s\up9(())    (    a1= (b1,  a2 = (b2,  a3 = (b3   (         (    EQ \F(a1;b1) =  EQ \F(a2;b2) =  EQ \F(a3;b3) = ( .
§9. Деление отрезка в данном отношении.

Определение. Пусть точка  C  лежит на отрезке AB. Говорим, что  C   делит отрезок  AB  в отношении  (1:(2 , если
 EQ \F((AC(;(CB() =  EQ \F((1;(2)   (   (2(AC(= (1(CB(.
Учитывая, что   EQ \O(AC;\s\up10( –())(( EQ \O(CB;\s\up10( –()) , последнее равенство можно переписать так: 
                          (2 EQ \O(AC;\s\up10( –()) = (1 EQ \O(CB;\s\up10( –()).                    (6)
Теперь мы введем обобщение нашего определения, и будем  говорить, что точка  C делит отрезок  AB  в отношении  (1:(2 , если выполнено (6). Такое определение означает, что  C  может лежать на прямой   AB  за пределами отрезка  AB, если  (1:(2  отрицательно. Число ( = (1/(2  ( EQ \O(AC;\s\up10( –()) = ( EQ \O(CB;\s\up10( –()))  называется простым отношением точек  A, B, C  и обозначается  (AB, C)  или  (ABC). 
Пусть нам известны координаты концов отрезка: A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2). Требуется найти координаты точки C(x, y, z), которая делит этот отрезок в отношении  (1:(2. Самостоятельно выведите из равенства (6), что
x =  EQ \F((2 x1+ (1x2;(1+(2) ,  y =  EQ \F((2y1 + (1y2;(1+(2) , z =  EQ \F((2z1 + (1z2;(1+(2) .
Эти формулы также будут доказаны на практических занятиях. В частности, если  C  делит отрезок  AB  пополам, то 
x =  EQ \F( x1+ x2;2) ,  y =  EQ \F( y1+ y2;2) , z =  EQ \F( z1+ z2;2) .
§10. Векторное произведение.
Определение. Векторным произведением двух векторов  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(())  называется такой вектор  EQ \O(c;\s\up8(()), что

1.   EQ \O(c;\s\up8(()) ( EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(c;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(());
2.  тройка (EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()) ) – правая;
3. ( EQ \O(c;\s\up8(())(= (EQ \O(a;\s\up8(())( ( EQ \O(b;\s\up9(())(sin(( EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) ).
Пишем   EQ \O(c;\s\up8(()) = EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(()) (используется также обозначение   EQ \O(c;\s\up8(()) = [EQ \O(a;\s\up8(()), EQ \O(b;\s\up9(()) ] ).
Чрезвычайно распространена на экзамене следующая ошибка. В ответ на вопрос: «Дайте определение векторного произведения» студенты пишут только  по3 определения, к тому же, зачастую, опуская модуль у  EQ \O(c;\s\up8(–()). Такой ответ классифицируется как полное отсутствие ответа. Невозможно определить вектор, задав только его длину. Необходимо задать еще его направление. По1 указывает, что вектор  EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(())  направлен по общему перпендикуляру к  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(()). Но таких векторов заданной длины можно найти два. Поэтому необходим еще и  по2.

Теорема 4. Модуль векторного произведения двух векторов  EQ \O(a;\s\up8(())  и  EQ \O(a;\s\up8(()) численно равен площади параллелограмма, построенного на направленных отрезках   EQ \O(OA;\s\up10( –())  и   EQ \O(OB;\s\up10( –()), представляющих 
эти векторы, отложенные из одной точки.
Доказательство. S =( EQ \O(OA;\s\up10( –())(( EQ \O(OB;\s\up10( –())( sin(AOB =

=(EQ \O(a;\s\up8(())(( EQ \O(b;\s\up9(())(sin((EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) ) = (EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(())(.
Следствие.  EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(o;\s\up8(())  (  EQ \O(a;\s\up8(())((   EQ \O(b;\s\up9(()) .
В частности, для любого вектора  EQ \O(a;\s\up8(–())  выполнено  EQ \O(a;\s\up8(())(EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(o;\s\up8(()).  
Действительно, EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(o;\s\up8(())  ( S = 0 ( стороны параллелограмма параллельны, либо длина одной из них равна нулю. Поскольку нулевой вектор считается коллинеарным любому, то это равносильно EQ \O(a;\s\up8(())((   EQ \O(b;\s\up9(()). 
Свойства векторного произведения.

1. EQ \O(a;\s\up8(–()) (  EQ \O(b;\s\up9(()) = –  EQ \O(b;\s\up9(()) ( EQ \O(a;\s\up8(()) ,

2.  ((EQ \O(a;\s\up8(()) )(  EQ \O(b;\s\up9(()) = (( EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(())),

3. EQ \O(a;\s\up8(()) ((  EQ \O(b;\s\up9(())+ EQ \O(c;\s\up8(–()) ) = EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(()) + EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(c;\s\up8(–()).

Геометрическое доказательство этих свойств можно найти в учебнике. Мы же докажем их после того, как получим формулу для вычисления векторного произведения в декартовых координатах.

§11. Формулы для вычисления скалярного и векторного      произведений в декартовых координатах.
Пусть  в  пространстве  задана  декартова СК, i, j, k – базисные  орты. Пусть  EQ \O(a;\s\up8(())(a1, a2, a3),  EQ \O(b;\s\up9(())(b1, b2, b3). В соответствии со свойствами скалярного произведения мы можем при скалярном умножении векторов раскрывать скобки, как при умножении чисел. Поэтому 

EQ \O(a;\s\up8(()) ·  EQ \O(b;\s\up9(()) = (a1i + a2j + a3k) ·(b1i + b2j + b3k) = a1b1i·i + a1b2 i·j + a1b3 i·k +

          + a2b1j·i + a2b2 j·j + a2b3 j·k + a3b1k·i + a3b2 k·j + a3b3k·k.
Нам известно, что i, j, k – единичные и взаимно ортогональные  (  i·i = = j·j = k·k = 1, i·j = i·k = j·k = 0,  и это же верно для произведений в другом порядке. Поэтому
EQ \O(a;\s\up8(()) ·  EQ \O(b;\s\up9(()) = a1b1 + a2b2 + a3b3 .                                     (7)

(   EQ \O(a;\s\up8(()) 2 = EQ \O(a;\s\up8(()) ·EQ \O(a;\s\up8(())= a12 + a22 + a32                                        (8) 

(  (EQ \O(a;\s\up8(())(=  \O(a;\s\up8(()) EQ \R(  2)
 =  EQ \R(a12 + a22 + a32 )                                  (9) 

(  cos((EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) ) =  \O(a;\s\up8(()) EQ \F( ·  EQ \O(b;\s\up9(());(EQ \O(a;\s\up8(())(( EQ \O(b;\s\up9(())()
 = R(a12 + a22 + a32 ) EQ \F(a1b1 + a2b2 + a3b3;  EQ \R(b12 + b22 + b32 ))
 .            (10)
Если  A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2),  то   EQ \O(AB;\s\up10( –()) (x2 – x1, y2 – y1, z2 – z1)  ( 

( EQ \O(AB;\s\up10( –())(=  EQ \R((x2 – x1)2 + (y2 – y1)2 + (z2 – z1)2 ).                          (11)
Обозначим  ((A, B) – расстояние между точками  A  и  B. Тогда  ((A, B) вычисляется по той же формуле  (11). Отметим, что эта функция обладает следующими свойствами:
1. ((A, B) = ((B, A);

2. ((A, B) + ((B, C) ( ((A, C)  (неравенство треугольника);

3. ((A, B) ( 0,  и  ((A, B) = 0  (  A = B.
В дальнейшем нам понадобится понятие определителя и его свойства. Этот материал входит в курс высшей алгебры, но изучается, как правило, позже, чем векторное произведение. Поэтому необходимые  сведения об определителях 2 и 3 порядка приведены в Приложении к данному курсу лекций. Рекомендуется почитать Приложение, прежде чем продолжить изучение текущего параграфа.  
Теорема 5.  Векторное произведение двух векторов, заданных своими координатами в декартовой  СК:  EQ \O(a;\s\up8(())(a1, a2, a3)   и      EQ \O(b;\s\up9(())(b1, b2, b3),  вычисляется по формуле:
     
                                                                                                                   (12)
                            = (a1b2 – a2b1)i – (a1b3 – a3b1)j + (a2b3 – a3b2)k .

Доказательство. Обозначим  EQ \O(c;\s\up8(()) – это вектор, который вычисляется по этой формуле. Мы докажем, что он удовлетворяет всем условиям в определении векторного произведения.
1. С одной стороны 
( EQ \O(c;\s\up8(())(2= (a2b1– a3b1)2 + (a1b3 – a3b1)2 + (a2b3 – a3b2)2  (*) ,

А с другой стороны

 ((EQ \O(a;\s\up8(())(( EQ \O(b;\s\up9(())(sin((EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) ))2 = (EQ \O(a;\s\up8(())(2( EQ \O(b;\s\up9(())(2sin2((EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) ) =(EQ \O(a;\s\up8(())(2( EQ \O(b;\s\up9(())(2(1 – cos2((EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) )) =

                               =(EQ \O(a;\s\up8(())(2( EQ \O(b;\s\up9(())(2– (EQ \O(a;\s\up8(())(2( EQ \O(b;\s\up9(())(2cos2((EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) ) =(EQ \O(a;\s\up8(())(2( EQ \O(b;\s\up9(())(2 – (EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(b;\s\up9(()) )2 =
                              = (a12 + a22 + a32 ) · (b12 + b22 + b32      ) – (a1b1 + a2b2 + a3b3)2.  (**)

Самостоятельно раскройте скобки в (*) и (**), и убедитесь, что эти выражения совпадают.

2.     EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) = (a1i + a2j + a3k) · (                                  )    

так как в определителе есть две одинаковые строки. Значит  EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(c;\s\up8(()) . Ана-логично доказывается, что   EQ \O(b;\s\up9(())( EQ \O(c;\s\up8(()).  
3.  Если  EQ \O(a;\s\up8(())((  EQ \O(b;\s\up9(()), то строки в определителе пропорциональны и наша формула дает нулевой вектор. Пусть  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(())  неколлинеарны. Выберем СК таким образом, чтобы  Ox((EQ \O(a;\s\up8(()), а  Oy  лежала в одной плоскости с  EQ \O(a;\s\up8(())  и  EQ \O(b;\s\up9(()), причем положительное ее  направление  указывало в ту же полуплоскость, что и   EQ \O(b;\s\up9(()).  Ось  Oz   после  этого  определяется
однозначно. Тогда  EQ \O(a;\s\up8(())(a1,0, 0),   EQ \O(b;\s\up9(())(b1, b2, 0), причем,  a1> 0, b2> 0. Согласно формуле (12) получаем   EQ \O(c;\s\up8(()) = a1b2k,  причем,  a1b2> 0. Значит   EQ \O(c;\s\up8(–()) ((Oz, и из чертежа видим, что тройка (EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()) ) – правая.
Итак, вектор, который вычисляется по нашей формуле удовлетворяет всем пунктам в определении векторного произведения.
Следствие 1.    EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(()) = –  EQ \O(b;\s\up9(())(EQ \O(a;\s\up8(()).        
Действительно, по свойству определителя, при перестановке двух строк изменяется знак:

Следствие 2. ((EQ \O(a;\s\up8(()) )(  EQ \O(b;\s\up9(()) = ((EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(()) ).
Действительно, по свойству определителя, общий множитель элементов одной строки выносится за знак определителя:


Следствие 3.  EQ \O(a;\s\up8(()) (( EQ \O(b;\s\up9(()) + EQ \O(c;\s\up8(()) ) = EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(b;\s\up9(()) + EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(c;\s\up8(()).

Действительно, по свойствам определителя

Следствие 4.  i(j = k, k(i = j, j(k = i.

Докажите это самостоятельно с помощью формулы  (12). 
Все эти равенства удобно запоминать с помощью диаграммы. Произведение двух ортов взятых подряд по кругу дает третий орт, а в обратном направлении – третий со знаком «–».

§12. Смешанное произведение векторов.
Определение. Смешанным произведением трех векторов   EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(())  называется число  (EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(b;\s\up9(()) ) · EQ \O(c;\s\up8(()). Оно обозначается  EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(b;\s\up9(()) · EQ \O(c;\s\up8(()), EQ \O(a;\s\up8(())  EQ \O(b;\s\up9(())  EQ \O(c;\s\up8(())  или  (EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()) ).

Теорема 6. Модуль смешанного произведения трех векторов  EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()), EQ \O(c;\s\up8(())  численно равен объему параллелепипеда построенного на направленных отрезках   EQ \O(OA;\s\up10( –()),  EQ \O(OB;\s\up10( –()),  EQ \O(OC;\s\up10( –()), представляющих эти векторы, отложенные из одной точки.
Доказательство. Пусть  h – высота,  опущенная из точки  С  на основание, которым служит параллелограмм, построенный на направленных отрезках  EQ \O(OA;\s\up10( –())  и   EQ \O(OB;\s\up10( –()). Пусть ( – угол между h  и стороной OC. Тогда

     h =(OC(cos ( ,  Sосн =(EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(())(.
Пусть  ( =((EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()) ).
1 случай. Тройка  (EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()) )   
правая. Тогда  ( = ( . Поэтому

 V = Sосн · h = (EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(())((OC(cos ( =
    =(EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(())(( EQ \O(c;\s\up8(())( cos (( EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()) ) =
    = (EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(()) ) · EQ \O(c;\s\up8(()) .
2 случай. Тройка  (EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()) ) левая. Тогда   ( = ( – (   и 
cos ( = – cos ( (
  V =(EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(())((OC(cos ( =

 = –(EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(())(( EQ \O(c;\s\up8(())(cos (( EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()) ) = 
 =–(EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(()) ) · EQ \O(c;\s\up8(()).

Но объем всегда неотрицателен. Поэтому в этом случае  (EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(()) ) · EQ \O(c;\s\up8(()) ( 0,  и  мы имеем 

           V =((EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(()) ) · EQ \O(c;\s\up8(())(. 

Эта формула подойдет и к первому случаю.
Следствие.  1.  EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(())  компланарны  (  EQ \O(a;\s\up8(())   EQ \O(b;\s\up9(())  EQ \O(c;\s\up8(()) = 0;

2. тройка  (EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()) ) правая  (  EQ \O(a;\s\up8(())   EQ \O(b;\s\up9(())   EQ \O(c;\s\up8(()) > 0;

3. тройка  (EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()), EQ \O(с;\s\up8(–()) )  левая   (  EQ \O(a;\s\up8(())   EQ \O(b;\s\up9(())  EQ \O(c;\s\up8(()) < 0.

Действительно, объем параллелепипеда равен нулю   (   векторы EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(())  компланарны. Если же они образуют левую тройку, то мы уже доказали, что EQ \O(a;\s\up8(())  EQ \O(b;\s\up9(())  EQ \O(c;\s\up8(()) ( 0 , а так как они в этом случае некомпланарны, то неравенство будет строгим. Аналогично, если тройка  (EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(()) )  правая, то  EQ \O(a;\s\up8(())   EQ \O(b;\s\up9(())  EQ \O(c;\s\up8(()) ( 0  и  EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(())  некомпланарны; поэтому неравенство будет строгим.

Свойства смешанного произведения.

1. Смешанное произведение не зависит от группировки сомножителей:  (EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(()) ) · EQ \O(c;\s\up8(()) = EQ \O(a;\s\up8(()) · ( EQ \O(b;\s\up9(()) ( EQ \O(c;\s\up8(()) );

2. Смешанное произведение не изменяется при циклической перестановке сомножителей:  EQ \O(a;\s\up8(())   EQ \O(b;\s\up9(())  EQ \O(c;\s\up8(()) =  EQ \O(c;\s\up8(()) EQ \O(a;\s\up8(())  EQ \O(b;\s\up9(())=  EQ \O(b;\s\up9(())  EQ \O(c;\s\up8(()) EQ \O(a;\s\up8(()).
3. При перестановке любых двух сомножителей смешанное произведение меняет знак:  EQ \O(a;\s\up8(())    EQ \O(b;\s\up9(())  EQ \O(c;\s\up8(()) = –  EQ \O(b;\s\up9(()) EQ \O(a;\s\up8(())  EQ \O(c;\s\up8(()) = – EQ \O(a;\s\up8(())  EQ \O(c;\s\up8(())  EQ \O(b;\s\up9(()) = –  EQ \O(c;\s\up8(())  EQ \O(b;\s\up9(()) EQ \O(a;\s\up8(()).
4. ((EQ \O(a;\s\up8(())) EQ \O(b;\s\up9(()) EQ \O(c;\s\up8(()) = EQ \O(a;\s\up8(()) (( EQ \O(b;\s\up9(()) )  EQ \O(c;\s\up8(()) = EQ \O(a;\s\up8(())  EQ \O(b;\s\up9(()) (( EQ \O(c;\s\up8(()) ) = ((EQ \O(a;\s\up8(())  EQ \O(b;\s\up9(())  EQ \O(c;\s\up8(()) ).

5. (EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) )  EQ \O(c;\s\up8(())  EQ \O(d;\s\up9(()) = EQ \O(a;\s\up8(())  EQ \O(c;\s\up8(())  EQ \O(d;\s\up9(()) +  EQ \O(b;\s\up9(())  EQ \O(c;\s\up8(())  EQ \O(d;\s\up9(()) .

Доказательство. 1. Используя свойства определителя получаем
 (EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(b;\s\up9(()) ) · EQ \O(c;\s\up8(()) =  (                                k) ((c1i + c2j + c3k) =




                                                                                                  EQ \O(a;\s\up8(()) ·( EQ \O(b;\s\up9(())( EQ \O(c;\s\up8(–()) ) .
Именно это свойство позволяет использовать обозначение  EQ \O(a;\s\up8(())  EQ \O(b;\s\up9(())  EQ \O(c;\s\up8(())  без расстановки скобок. Попутно мы доказали формулу 

                       EQ \O(a;\s\up8(())  EQ \O(b;\s\up9(())  EQ \O(c;\s\up8(()) =                                                        (13)
Все остальные свойства смешанного произведения вытекают из аналогичных свойств определителя. 

§13. Двойное векторное произведение.

Определение. Двойным векторным  трех векторов  EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(c;\s\up8(())  называется вектор  (EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(b;\s\up9(()) )( EQ \O(c;\s\up8(()).

Обозначим  EQ \O(d;\s\up9(()) = (EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(b;\s\up9(()) )( EQ \O(c;\s\up8(()) . Если  EQ \O(a;\s\up8(()) ((   EQ \O(b;\s\up9(()), то  EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(()) =  EQ \O(o;\s\up8(()) (  EQ \O(d;\s\up9(()) =  EQ \O(o;\s\up8(()) . Пусть теперь  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(())  неколлинеарны. Согласно определению, векторное произведение перпендикулярно сомножителям
Поэтому    EQ \O(d;\s\up9(()) ( EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(b;\s\up9(()),    EQ \O(b;\s\up9(())( EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(b;\s\up9(()) .  

Значит вектор   EQ \O(d;\s\up9(())  компланарен  EQ \O(a;\s\up8(–())  и   EQ \O(b;\s\up9(()).  и мы можем разложить   EQ \O(d;\s\up9(())  через  EQ \O(a;\s\up8(())  и  EQ \O(b;\s\up9(()):
                   EQ \O(d;\s\up9(()) = (EQ \O(a;\s\up8(()) + ( EQ \O(b;\s\up9(()).             (*)

(это верно и в случае   EQ \O(d;\s\up9(()) =  EQ \O(o;\s\up8(()) ). Вычислим коэффициенты этого разложения. По определению векторного произведения  EQ \O(d;\s\up9(()) ( EQ \O(c;\s\up8(())  (   EQ \O(d;\s\up9(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) = 0. Домножим обе части равенства  (*)  скалярно на вектор   EQ \O(c;\s\up8(()): 

                                 0 = ((EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) ) + ((  EQ \O(b;\s\up9(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) ).
Очевидно, что уравнение  (x + (y = 0  относительно неизвестных  (  и   (  имеет общее решение  (– ky, kx), k(R . Таким образом

( EQ \O(a;\s\up8(–())( EQ \O(b;\s\up9(()) )( EQ \O(c;\s\up8(()) = – k( EQ \O(b;\s\up9(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) )EQ \O(a;\s\up8(()) + k(EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) ) EQ \O(b;\s\up9(()).

Для того, чтобы вычислить неизвестный координат  k, мы вычислим обе части равенства  в специально выбранной декартовой СК.  Направим ось  Ox(( EQ \O(a;\s\up8(()), а  Oy так, чтобы   EQ \O(b;\s\up9(())  был параллелен плоскости  Oxy.  Тогда  EQ \O(a;\s\up8(())(a1, 0, 0),  EQ \O(b;\s\up9(())(b1, b2, 0),  EQ \O(c;\s\up8(())(c1, c2, c3). Находим:



                       EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) = a1c1,         EQ \O(b;\s\up9(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) = b1c1 + b2c2 , 
     ( EQ \O(b;\s\up9(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) )EQ \O(a;\s\up8(())= (b1c1 + b2c2)a1i,  (EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) ) EQ \O(b;\s\up9(()) = a1c1(b1i + b2j).

                   – k( EQ \O(b;\s\up9(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) )EQ \O(a;\s\up8(()) + k(EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) ) EQ \O(b;\s\up9(()) = k(– a1b2c2 i + a1b2c2 j).

Сравнивая последнее равенство с  (**)  получаем  k =1. Итак, 
                                  (EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(b;\s\up9(()))( EQ \O(c;\s\up8(()) = – ( EQ \O(b;\s\up9(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) )EQ \O(a;\s\up8(()) + (EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) ) EQ \O(b;\s\up9(())     (
                           EQ \O(a;\s\up8(())(( EQ \O(b;\s\up9(()) ( EQ \O(c;\s\up8(()) ) = – ( EQ \O(b;\s\up9(()) ( EQ \O(c;\s\up8(()) )(EQ \O(a;\s\up8(–()) =  EQ \O(b;\s\up9(()) (EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(c;\s\up8(()) ) –  EQ \O(c;\s\up8(())( EQ \O(a;\s\up8(()) · EQ \O(b;\s\up9(()) ) .             (23)

Именно в таком виде формулу для вычисления двойного векторного произведения и запоминают. Для этого есть у нее название  «бац минус цаб».

Упражнение. Самостоятельно проверьте с помощью этой формулы тождество Якоби: 
                         (EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(b;\s\up9(()) )(  EQ \O(c;\s\up8(()) + ( EQ \O(b;\s\up9(()) ( EQ \O(c;\s\up8(()) )( EQ \O(a;\s\up8(()) + ( EQ \O(c;\s\up8(()) (EQ \O(a;\s\up8(()) )( EQ \O(b;\s\up9(()) (  EQ \O(o;\s\up8(()).
§14. Полярная система координат на плоскости.

Выберем на плоскости произвольные точку  O  и ось  OP,  которая  задается единичным направленным отрезком   EQ \O(OE;\s\up10( –()) . Пусть  M – произвольная точка плоскости. Обозначим   r = OM,  ( = (( EQ \O(OE;\s\up10( –()),  EQ \O(OM;\s\up10( –())) – ориентированный угол. Тогда пара   (r, ()  называется полярными  координатами точки  M.
Точка  O  называется полюсом, а  OP – полярной осью. Совокупность точки  O  и оси  OP  называется полярной системой координат на плоскости.

Очевидно, что  0( r < +( , а для угла  (  обычно договариваются, что  0( ( < 2(, либо, что  – (< ( ( (. При этом, если  r = 0, то  считается  (  неопределенным.

Найдем связь между декартовыми и полярными координатами точки  M. Выберем декартову СК так, чтобы точка  O  была ее началом, а положительное направление оси  Ox  совпадало с направлением оси  OP. Пусть  M1  и  M2  –  проекции точки M  на координатные оси  Ox  и  Oy  соответственно. Тогда из  (OMM1  и  (OMM2  получаем

    x = r cos ( ,               r =  EQ \R(x2 + y2),
    y = r sin ( .  (14)       ( = arctg  EQ \F( y ;x) .  (14()
Но последнее равенство верно только для нашего чертежа, когда  x > 0. Вообще, знание синуса, косинуса,  или тангенса в отдельности не позволяет однозначно определить  угол  (. Его следует находить сразу из двух равенств: 
                                         cos ( = x/r,  sin ( = y/r, 
либо так:  ( = arccos  EQ \F( x ;r), если  y ( 0; ( = – arccos  EQ \F( x ;r), если  y < 0  (предполагается, что  – (< ( ( (). Использование арктангенса неудобно: надо оговаривать еще случай  x = 0  и поэтому приходится писать 4 равенства.
§15. Сферическая и цилиндрическая системы                        координат  в пространстве.

Пусть в пространстве задана декартова СК Oxyz  и пусть  M(x, y, z) – произвольная точка. Опустим перпендикуляр  MMo на плоскость  Oxy. Тогда, очевидно, (MMo(= z. Обозначим  ( =(OM(, ( =( MoOM ; при этом, если  z >0, то считаем, что  ( >0, а если  z <0, то ( <0. Пусть  (r, () – полярные координаты точки  Mo на 
плоскости. Тогда тройка  (r, (, () называется сферическими координатами точки  M, а тройка  (r, (, z) – ее цилиндрическими    координатами. Очевидно, что           0 ( ( < +(,  –(/2 ( ( ( (/2 .  Если    ( = ( (/2, то точка  M  лежит на оси  Oz,  Mo= O   и тогда  (  считается неопределенным. 

        Найдем формулы,  которые связывают декартовы, сферичес-кие и цилиндрические координаты
точки  M. Из  (OMMo  находим, что  
                             r = ((cos( ,                       ( =  EQ \R(r2 + z2) ,
                             z = ((sin( .  (15)              ( = arcsin  EQ \F( z ;()    (15()
Эти формулы можно рассматривать, как переход  от  сферических  координат  к цилиндрическим и обратно; а  (  у этих систем координат общее. Формулы  (14)  и  (14( )  можно рассматривать, как переход от цилиндрических координат к декартовым, и обратно. Подставляя  (15)  в  (14)  получаем формулы перехода от сферических координат к декартовым, а подставляя  (14( )  в  (15()  получаем формулы перехода от декартовых координат к сферическим:
                     x = ( cos ((cos( ,                        ( =  EQ \R( x2 + y2+ z2),
                     y = ( sin ((cos( ,    (16)              ( = ( arccos EQ \R( x2 + y2) EQ \F( x ; )
,     (16() 

                     z = ((sin( .                                  ( = arcsin( z /() .
Во второй формуле из (16() знак выбирается в соответствии со знаком  y.
Сферические координаты можно использовать для введения внутренних координат на сфере. Если начало координат поместить в центр сферы радиуса  (,  то  (  и  (  будут играть  роль  географических долготы и широты точки  M, лежащей на сфере; пишем  M((, (). Точно также цилиндрические координаты позволяют ввести внутренние координаты на поверхности цилиндра. Если начало координат разместить на оси цилиндра радиуса  r, то   (  и  z  будут координатами точки   M, лежащей на поверхности цилиндра; пишем  M((,  z).



          Ни в коем случае не следует путать сферические и цилиндрические  координаты в пространстве с внутренними координатами на сфере и цилиндрической поверхности. Очень распространена на экзамене ошибка, когда вместо первого рисунка в этом параграфе рисуют второй и третий.  

§16. Преобразование координат.

Пусть на плоскости заданы две декартовы системы координат  Oxy и  O(x(y(, у которых направления координатных осей совпадают, но начальные точки  O  и O( разные. Говорим, что вторая СК получена из первой переносом начала координат в точку  O(. 
Пусть нам известны координаты точки  O( относительно первой СК:  O((a, b). Пусть  M – произвольная точка на плоскости,  (x, y) – ее координаты относительно первой СК, (x(, y() – относительно  второй  СК. Найдем связь между этими координатами.

По определению, координаты точки совпадают с координатами ее радиус-вектора. Поэтому

   EQ \O(OO(;\s\up10( –())(a, b),   EQ \O(OM;\s\up10( –())(x, y),  EQ \O(O(M;\s\up10( –())(x(, y().
По правилу треугольника сложения векторов 
              EQ \O(OM;\s\up10( –()) =  EQ \O(OO(;\s\up10( –()) +  EQ \O(O(M;\s\up10( –()). 
Отсюда
      x = x( + a,                   x( = x – a,    
         y = y( + b.                   y(= y – b.
Аналогично, если в пространстве мы совершим перенос начала координат  в  точку   O((a, b, c),  то  к 
формулам  (17)  и  (17( )  только добавятся равенства  z(= z + c  и  z = z(+ c .

Заметим, что все наши рассуждения справедливы и в случае переноса начала произвольной аффинной СК.
Пусть теперь на плоскости заданы две декартовы СК с общим началом: Oxy  и Ox(y(. Пусть  ( – ориентированный угол между положительными направлениями осей  Ox  и Ox(. Тогда говорим, что вторая СК получена из первой поворотом на угол  (. Пусть  M – произвольная точка на плоскости,    (x, y) –  ее координаты  относи-

тельно первой СК, ( x(, y() – относительно второй СК.
Найдем связь между этими координатами. Пусть  ( – ориентированный угол  между  положительным направлением оси  Ox  и  вектором  EQ \O(OM;\s\up10( –()), а  ( – между  Ox( и   EQ \O(OM;\s\up10( –()). Тогда  ( = ( + ( . Обозначим r =(OM(. Тогда
               x = r cos ( ,                         x(= r cos (,
               y = r sin ( .                          y(= r sin ( .
          x = r cos (( + () = r cos ( (cos ( – r sin ((sin ( = x((cos ( – y((sin (,                   
          y = r sin (( + () = r cos ( (sin ( + r sin ((cos ( = y((sin ( + y((cos (.

Итак,

                                      x = x((cos ( – y((sin (,                   
                                      y = x((sin ( + y((cos (.

Поскольку вторая  СК может быть получена из первой поворотом на угол  – (, то с учетом  cos((() = cos (, sin((() = – sin ( , из  (18)  получаем
                                     x(=   x (cos ( + y(sin (,                   
                                     y(= – x (sin ( + y(cos (.
Если в пространстве совер-шается поворот СК вокруг оси   Oz,  то  координата  z  точки  M  не изменится, а  x  и  y  будут изменяться по тем же формулам  (18) и (18(). Самостоятельно  выпишите формулы преобразования координат при повороте  СК в пространстве вокруг  Ox  и  Oy.

Важно не путать поворот СК с поворотом плоскости. Пусть точ-ка     M ((x(, y()  получается из точки  M(x, y) поворотом вокруг начала координат на угол  ( .  Для того, чтобы найти, как выражаются    (x(, y()  через  (x, y)  мы представим ситуацию так: точка   M  остается на месте, а СК поворачивается в обратном направлении, т.е. на угол  – ( . Поэтому имеем формулы
            x(= x(cos ( – y(sin (,   
            y(= y(sin ( + y(cos (.

Допустим, теперь на плоскости заданы две совершенно произвольные декартовы СК Oxy  и  O(x(y(. Тогда вторую СК можно получить из первой  в результате  двух преобразований: сначала мы совершаем перенос начала координат в точку  O( (получим промежуточную СК  O(x(y(), а затем –  поворот координатных осей. Тогда
         x(= x – a,             x = x(+ a,       

         y(= y – b.             y = y(+ b.       
         x( =  x((cos ( + y((sin (,                  x(= x((cos ( – y((sin (,  
         y( = –x((sin ( + y((cos (.                 y(=  y((sin ( + y((cos (.

Подставляя  x( и  y( из первой системы в третью, получаем, что
                                      x(=  (x – a)(cos ( + (y – b)(sin (,
                                      y(= –(x – a)(sin ( + (y – b)(cos (.
Упражнение. Самостоятельно выпишите формулы, по которым  (x, y)  выражаются через  (x(, y( ).
         §17. Общее преобразование координат в пространстве.

Пусть в пространстве заданы две совершенно произвольные аффинные системы координат с общим началом, R = {O,  EQ \O(e1;\s\up6(–( )),   EQ \O(e2;\s\up6(–( )) ,  EQ \O(e3;\s\up6(–( ))} и  R ( = {O,  EQ \O(e1(;\s\up6(–(  )) ,  EQ \O(e2(;\s\up6(–(  )) ,  EQ \O(e3(;\s\up6(–(  )) } – реперы, с помощью которых они определяются. Пусть  EQ \O(x;\s\up7(–()) – произвольный вектор, (x1, x2, x3) – его координаты в первой СК, ( EQ x1(       , x2(          , x3(          ) – во второй. Будем называть  (x1, x2, x3)  старыми координатами вектора  EQ \O(x;\s\up7(–()), а  ( EQ x1(       , x2(          , x3(          ) – новыми его координатами.

Найдем связь между этими координатами. Пусть нам известно разложение базисных векторов второго базиса   B ( = { EQ \O(e1(;\s\up6(–(  )) ,  EQ \O(e2(;\s\up6(–(  )) ,  EQ \O(e3(;\s\up6(–(  )) }  по первому базису  B  = {  EQ \O(e1;\s\up6(–( )),   EQ \O(e2;\s\up6(–( )) ,  EQ \O(e3;\s\up6(–( ))} : 

 EQ \O(e1(;\s\up6(–(  )) = с11 EQ \O(e1;\s\up6(–( )) + с21 EQ \O(e2;\s\up6(–( )) + с31 EQ \O(e3;\s\up6(–( )) ,
                                                      EQ \O(e2(;\s\up6(–(  )) = с12 EQ \O(e1;\s\up6(–( )) + с22 EQ \O(e2;\s\up6(–( )) + с32 EQ \O(e3;\s\up6(–( )) ,                              (20)
 EQ \O(e3(;\s\up6(–(  )) = с13 EQ \O(e1;\s\up6(–( )) + с23 EQ \O(e2;\s\up6(–( )) + с33 EQ \O(e3;\s\up6(–( )) .

Составим из коэффициентов этого разложения матрицу, выписывая коэффициенты разложения из каждой строки в столбец с тем же номером:

                                                              с11 с12 с13
                                                    С =    с21 с22 с23                
                                                              с31 с32 с33      .
Эта матрица называется матрицей перехода от первого базиса ко второму. Имеем:

                                              EQ \O(x;\s\up7(–()) = x1 EQ \O(e1;\s\up6(–( )) + x2 EQ \O(e2;\s\up6(–( )) + x3 EQ \O(e3;\s\up6(–( ))   
                                                     EQ \O(x;\s\up7(–()) = x1(        EQ \O(e1(;\s\up6(–(  )) + x2(           EQ \O(e2(;\s\up6(–(  )) + x3(           EQ \O(e3(;\s\up6(–(  )) . 
Подставим в последнее равенство выражения  (20):
      EQ \O(x;\s\up7(–()) = x1(       (с11 EQ \O(e1;\s\up6(–( )) + с21 EQ \O(e2;\s\up6(–( )) + с31 EQ \O(e3;\s\up6(–( ))) + x2(          (с12  EQ \O(e1;\s\up6(–( )) + с22  EQ \O(e2;\s\up6(–( )) + с32  EQ \O(e3;\s\up6(–( ))) + x3(          (с13  EQ \O(e1;\s\up6(–( )) + с23  EQ \O(e2;\s\up6(–( )) + с33  EQ \O(e3;\s\up6(–( ))).

Раскроем скобки и сгруппируем коэффициенты при одинаковых векторах:

       EQ \O(x;\s\up7(–()) = (с11x1(       + с12 x2(   + с13 x3(     )  EQ \O(e1;\s\up6(–( )) + (с21 EQ x1(       + с22 x2(          + с23x3(     )  EQ \O(e2;\s\up6(–( )) + (с31 EQ x1(       + с32x2(         + с33 x3(     )  EQ \O(e3;\s\up6(–( )) .
Сравниваем с (*), и в силу единственности разложения вектора по базису, получаем
                                                   x1= с11x1(       + с12 x2(          + с13 x3(     , 

                                                   x2 = с21 EQ x1(       + с22 x2(          + с23x3(     ,                            (21)
                                                   x3 = с31 EQ x1(       + с32x2(         + с33 x3(      .

Если использовать столбцы, составленные из координат
                                                   x1                                      x1(       

                                           X =   x2                                      X ( =   x2(          

                                                   x3   ,                                x3(       ,
То систему  (21)  можно переписать в виде одного матричного равенства: 

                                                     X = CX (                                          (21( )

                                           (     X (= C –1X ,                                       (22)

т.е. для того, чтобы найти новые координаты вектора по старым, необходимо выписать формулы, аналогичные  (21), только в качестве коэффициентов будут использованы элементы матрицы  C –1, а штрихи у координат будут стоять в левых частях равенств. Можно решить систему уравнений  (21)  относительно неизвестных  x1(       ,  x2(          ,  x3(      и мы получим те же формулы. 
К сожалению, не всегда к моменту изучения этого параграфа студенты успевают пройти по алгебре произведение матриц и обратную матрицу. Но ко времени экзамена этот материал обязательно должен быть пройден. Необходимые пояснения будут даны на практических занятиях по геометрии. 
Координаты точки совпадают с координатами ее радиус-вектора, поэтому они пересчитываются по тем же формулам  (21()  и  (22). Заметим, что все рассуждения, приведенные при выводе формул  (17)  и  (17()  верны и для произвольной аффинной СК. Поэтому в случае переноса начала координат в точку  O((a, b, c)  координаты точки пересчитываютcя по формулам
                                 x1= x1(       + a,                                             x1(        = x1   – a,
                                 x2 = x2(           + b,          (22)                           x2(           = x2       – b,             (22() 
                                 x3 = x3(      + c.                                           x3(     = x3 – c.
Все сказанное выше верно и для преобразования аффинной СК на плоскости.
§18. Примеры решения задач.
1. ABCD – параллелограмм, O – его центр,  M, N, P, Q – середины сторон  AB, BC, CD, DA  соответственно. Векторы   EQ \O(e1;\s\up8(())= EQ \O(OA;\s\up10( –())  и   EQ \O(e2;\s\up8(()) =  EQ \O(OB;\s\up10( –())  выбраны в качестве базисных. Найти координаты вектора   EQ \O(PB;\s\up10( –())  в базисе  ( EQ \O(e1;\s\up8(()),  EQ \O(e2;\s\up8(())(.
Решение.  По правилу треугольника   EQ \O(PB;\s\up10( –()) =  EQ \O(PO;\s\up10( –()) +  EQ \O(OB;\s\up10( –()) ;  EQ \O(PO;\s\up10( –()) =  EQ \F( 1 ;2) EQ \O(OR;\s\up10( –()) , а по

правилу параллелограмма сложения векторов    EQ \O(OR;\s\up10( –()) =  EQ \O(OA;\s\up10( –()) +  EQ \O(OB;\s\up10( –()) =  EQ \O(e1;\s\up8(())+  EQ \O(e2;\s\up8(()) . Поэтому   EQ \O(PB;\s\up10( –()) =  EQ \F( 1 ;2)( EQ \O(e1;\s\up8(())+  EQ \O(e2;\s\up8(())) +  EQ \O(e2;\s\up8(()) =  EQ \F( 1 ;2) EQ \O(e1;\s\up8(())+  EQ \F( 3 ;2)  EQ \O(e2;\s\up8(()) . Значит,  EQ \O(PB;\s\up10( –())EQ \F( 1 ;2) eq \b(,  EQ \F( 3 ;2))
 . 
Ответ:   EQ \O(PB;\s\up10( –())EQ \F( 1 ;2) eq \b(,  EQ \F( 3 ;2))
.
2. Даны координаты векторов  EQ \O(a;\s\up8(())(17, 0)  и   EQ \O(b;\s\up9(())(–1, 1) в ортонормированном базисе. Найти такое (, при котором вектор  EQ \O(c;\s\up8(()) = EQ \O(a;\s\up8(()) +( EQ \O(b;\s\up9(())  имеет абсолютную величину | EQ \O(c;\s\up8(())| = 25 (если решений два, то достаточно взять одно из них). Найти единичный вектор, коллинеарный   EQ \O(c;\s\up8(–()) . 

Решение. Вектор   EQ \O(c;\s\up8(()) = EQ \O(a;\s\up8(()) +(· EQ \O(b;\s\up9(())   имеет координаты   EQ \O(c;\s\up8(())(17 – (, 0 + (). Находим его длину и приравниваем ее к 25. Получаем квадратное уравнение относительно неизвестного (:
                                         (17 – ()2 + (2 = 625,

            2(2 – 34( + 289 = 625   (   2(2 – 34( – 336 = 0,  (
                                    (      (2 – 17( – 168 = 0.

Решая его, находим  (1= – 7; (2= 24. Поскольку по условию достаточно найти только одно решение, ограничиваемся (1= – 7. Тогда находим координаты вектора   EQ \O(c;\s\up8(())(24, 7). И, чтобы получить единичный вектор   EQ \O(e;\s\up8(()) ‌(( EQ \O(c;\s\up8(()) , мы делим координаты вектора   EQ \O(c;\s\up8(())  на длину этого вектора, т.е. на 25:   EQ \O(e;\s\up8(()) eq \b( ,  EQ \F( 7 ;25))
.

Ответ: (1= – 7,   EQ \O(e;\s\up8(()) eq \b( ,  EQ \F( 7 ;25))
 .

3. Даны координаты вектора  EQ \O(a;\s\up8(())(–2 EQ \R(;3), –2)  в декартовой системе координат. Вычислить координаты вектора   EQ \O(b;\s\up9(()), полученного из  EQ \O(a;\s\up8(())  поворотом: a) на угол  (=120o,  б) на угол (=90(. Пусть  EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(OA;\s\up10( –()). Вычислить полярные координаты точки  A , если полярная ось совпадает с  Ox.
Решение. Координаты вектора  EQ \O(b;\s\up9(())(x(, y(), полученного из вектора    EQ \O(a;\s\up8(())(x, y) поворотом на угол  (, вычисляются по формулам:  

                                         x(= x·cos ( – y·sin ( ,
                                         y(= x·sin ( + y·cos ( .
(Не путать с формулами, по которым изменяются координаты данного вектора при повороте координатных осей!)

а) В нашем случае имеем  cos ( = –   EQ \F( 1; 2) , sin ( = R(;3) EQ \F( ;2)
.

                              x(= –  EQ \F( 1; 2)(–2 EQ \R(;3)) + 2· R(;3) EQ \F( ;2)
 = 2 EQ \R(;3),

                              y(= –2 EQ \R(;3)·R(;3) EQ \F( ; 2)
 – 2·(–  EQ \F( 1; 2) ) = –2 .
б) Имеем  sin 90(=1; cos 90(= 0 и по тем же формулам находим      EQ \O(b;\s\up9(())(2,–2 EQ \R(;3)).
Если известны декартовы координаты точки  А(x, y), то ее полярные координаты  (r, φ) находятся по формулам:

                                      r =  EQ \R(;x2 + y2  ),
                                      cos ( =  EQ \F( x; r) , sin ( =  EQ \F( y; r) .
Декартовы координаты точки  А  совпадают с координатами ее радиус-вектора   EQ \O(OA;\s\up10( –()). Поэтому  А(–2 EQ \R(;3),–2). Отсюда находим  r = 4;        cos ( = – R(;3) EQ \F( ;2)
 ; sin ( = –  EQ \F( 1 ;2) .  Значит ( =  EQ \F(7(; 6) .  А(4,  EQ \F(7(; 6)). 
Ответ:  а)   EQ \O(b;\s\up9(())(2 EQ \R(;3),–2);  б)  EQ \O(b;\s\up9(())(2,–2 EQ \R(;3));  А(4,  EQ \F(7(; 6)).
4.  Даны  координаты  двух  вершин  A(3,(2), B(8, 5)  квадрата ABCD. Найти координаты двух других вершин.

Решение. Находим   EQ \O(AB;\s\up10( –())(5, 7). Вектор   EQ \O(AD;\s\up10( –())  может быть получен  из   EQ \O(AB;\s\up10( –())  поворотом  на  90о,  либо на  –90о. Таким образом, задача имеет два решения.

Так же,  как и в предыдущей задаче находим, что   EQ \O(AD;\s\up10( –()) (–7, 5), либо   EQ \O(AD (;\s\up10( –())(7,–5). Для того, чтобы найти координаты точки  D  надо к координатам точки  A  прибавить координаты вектора   EQ \O(AD;\s\up10( –()) : D(( 4, 3). Далее используем, что   EQ \O(DC;\s\up10( –()) =  EQ \O(AB;\s\up10( –())  и находим координаты  C(1, 10). Второй ответ ищется аналогично.

Ответ: C(1, 10), D(– 4, 3), C((15, 0), D((10,–8).
5. Вершины четырехугольника находятся в точках  A(1, 2),  B(7,– 6), C(11,–3), D(8, 1). Показать, что ABCD – трапеция. Найти длины оснований трапеции, ее площадь и  cos(DAB.

Решение.  Находим  координаты  векторов    EQ \O(AB;\s\up10( –())(6,–8),   EQ \O(BC;\s\up10( –())(4, 3),  EQ \O(CD;\s\up10( –())(–3, 4),   EQ \O(AD;\s\up10( –())(7,–1). Проверяем векторы, определяемые противоположными сторонами  четырехугольника на коллинеарность:
     –  EQ \F( 6 ;3) = –  EQ \F( 8 ;4)     – верно, значит   EQ \O(AB;\s\up10( –())  коллинеарен   EQ \O(CD;\s\up10( –()) . EQ\ O(AB;\s\up7(())
         EQ \F( 4 ;7) =  EQ \F( 3 ;3)        – неверно, значит   EQ \O(BC;\s\up10( –())  неколлинеарен   EQ \O(AD;\s\up10( –()).

Таким образом, в четырехугольнике две противоположные стороны коллинеарны, а две – нет. Значит это – трапеция, и основаниями являются  AB  и  CD.  Находим длины сторон:

        ( EQ \O(AB;\s\up10( –())( =  EQ \R(;62 + 82) = 10,  
и аналогично ( EQ \O(BC;\s\up10( –())(= 5; ( EQ \O(CD;\s\up10( –())(= 5; ( EQ \O(AD;\s\up10( –())(= 5 EQ \R(;2) .

Обозначим ( =( BAD.

            cos ( =  EQ \O(AB;\s\up10( –()) EQ \F(· EQ \O(AD;\s\up10( –()); ( EQ \O(AB;\s\up10( –())(( EQ \O(AD;\s\up10( –())()
 = R(2) EQ \F(6·7 + (–8)·(–1);10·5 )
 = R(2) EQ \F(1; )
 , 
следовательно ( BAD = 45o. Не во всех вариантах может получиться табличный угол, поэтому далее действуем так: зная  cos ( , находим

                                 sin ( =  EQ \R(1– cos2() = R(2) EQ \F(1; )
 .
Tогда  h =( EQ \O(AD;\s\up10( –())(· sin ( = 5. Зная высоту и длины оснований находим площадь:    S =  EQ \F( 1 ;2)(AB + CD)· h =  EQ \F(75;2) .  
Ответ: ( EQ \O(AB;\s\up10( –())( = 10, ( EQ \O(BC;\s\up10( –())(= 5, cos ( = R(2) EQ \F(1; )
 , SABCD =  EQ \F(75;2) .
6. Дано  ( EQ \O(m;\s\up8(–())(= 10, (EQ \O(n;\s\up8(())( = 3, ( =(( EQ \O(m;\s\up8(–()), EQ \O(n;\s\up8(()) ) = 30o. Найти площадь треугольника, построенного на векторах   EQ \O(a;\s\up8(–()) =  EQ \O(m;\s\up8(–()) – 3EQ \O(n;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(–()) = 2 EQ \O(m;\s\up8(–()) + 5EQ \O(n;\s\up8(()), отложенных из одной точки. Найти длину медианы, исходящей из этой же точки.
Решение. Площадь параллелограмма построенного на векторах  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(()) , численно равна модулю их векторного произведения. Площадь треугольника, построенного на этих векторах равна половине площади параллелограмма: SΔ=  EQ \F( 1 ;2)(EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(())(. Пользуясь свойствами и определением векторного произведения находим
(EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(())(=(( EQ \O(m;\s\up8(–()) – 3EQ \O(n;\s\up8(()) )((2 EQ \O(m;\s\up8(–()) + 5EQ \O(n;\s\up8(()) )(=(  EQ \O(m;\s\up8(–()) (  EQ \O(m;\s\up8(–()) + 5 EQ \O(m;\s\up8(–()) ( EQ \O(n;\s\up8(()) – 3 EQ \O(n;\s\up9(–())(  EQ \O(m;\s\up8(–()) – 15EQ \O(n;\s\up8(()) ( EQ \O(n;\s\up8(())(=

           =( EQ \O(o;\s\up9(–()) + 5 EQ \O(m;\s\up8(–()) ( EQ \O(n;\s\up8(()) + 3 EQ \O(m;\s\up8(–()) ( EQ \O(n;\s\up8(()) +15 EQ \O(o;\s\up9(–())(= 8( EQ \O(m;\s\up8(–()) ( EQ \O(n;\s\up8(())(= 8( EQ \O(m;\s\up8(–())(·(EQ \O(n;\s\up8(())(·sin ( = 
           = 8·10·3·  EQ \F( 1 ;2) = 120 . 

    SΔ=  EQ \F( 1 ;2)(EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(())(= 60 .
Если  AD – медиана  (ABC, то          EQ \O(AD;\s\up10( –()) =  EQ \F( 1 ;2)( EQ \O(AB;\s\up10( –()) + EQ \O(AC;\s\up10( –())). В нашем случае, если
  EQ \O(c;\s\up8(()) – вектор, задающий медиану, то   EQ \O(c;\s\up8(()) =  EQ \F( 1 ;2)( EQ \O(a;\s\up8(()) +  EQ \O(b;\s\up9(()) ) =  EQ \F( 3 ;2)  EQ \O(m;\s\up8(–()) +EQ \O(n;\s\up8(()).
Нам требуется найти длину этого вектора. Самое первое следствие из определения скалярного произведения: скалярный квадрат вектора  EQ \O(c;\s\up8(())2 =  EQ \O(c;\s\up8(()) ·  EQ \O(c;\s\up8(())  равен квадрату его длины ( EQ \O(c;\s\up8(())(2. Имеем

( EQ \O(c;\s\up8(())(2 =  EQ \O(c;\s\up8(()) ·  EQ \O(c;\s\up8(()) = ( EQ \F( 3 ;2)  EQ \O(m;\s\up8(–()) + EQ \O(n;\s\up8(()) )·( EQ \F( 3 ;2)  EQ \O(m;\s\up8(–()) + EQ \O(n;\s\up8(()) ) =   EQ \F( 9 ;4)  EQ \O(m;\s\up8(–()) 2 + 3 EQ \O(m;\s\up8(–()) · EQ \O(n;\s\up8(–()) + EQ \O(n;\s\up8(()) 2=

                   =  EQ \F( 9 ;4)( EQ \O(m;\s\up8(–())(2+ 3( EQ \O(m;\s\up8(–())(·(EQ \O(n;\s\up8(())( · cos ( +(EQ \O(n;\s\up8(())(2 =
                   =  EQ \F( 9 ;4) ·100 + 3·10·3·  EQ \F( 1 ;2) + 9 = 234 + 45EQ \R(3).

Значит, ( EQ \O(c;\s\up8(())( = R(3)EQ \R(234 + 45 )
. 
          Ответ: SΔ= 60, длина медианы равна  R(3)EQ \R(234 + 45 )
.
Подчеркнем, что ни в коем случае нельзя использовать обозначение   EQ \O(m;\s\up8(–()) 2  вместо   EQ \O(m;\s\up8(–()) (  EQ \O(m;\s\up8(–()) ;    EQ \O(m;\s\up8(–()) 2 означает   EQ \O(m;\s\up8(–()) ·  EQ \O(m;\s\up8(–()) . Особо обращаем внимание, что при решении использовалось свойство  EQ \O(n;\s\up8(())(  EQ \O(m;\s\up8(–()) = –  EQ \O(m;\s\up8(–()) ( EQ \O(n;\s\up8(()) .
7.  Докажите, что векторы  EQ \O(a;\s\up8(())(10, 11, 2)  и    EQ \O(b;\s\up9(())(10,–10, 5) отложенные из одной точки, можно взять в качестве ребер куба, и найдите третье ребро куба, исходящее из этой же точки. 
Решение. Для того, чтобы векторы EQ \O(a;\s\up8(–())  и    EQ \O(b;\s\up9(–())  могли служить ребрами куба, они должны быть друг другу перпендикулярны и иметь одинаковую длину. Проверяем:
     EQ \O(a;\s\up8(())·  EQ \O(b;\s\up9(()) = 10·11 + 11·(–10) + 2· 5 = 0  (  EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(()) ,
     | EQ \O(a;\s\up8(()) | =  EQ \R(;102 + 112 + 22) = 15, 
     |  EQ \O(b;\s\up9(()) | =  EQ \R(;102 + (–10)2 + 52) = 15.

Вектор   EQ \O(c;\s\up8(()), задающий третье ребро куба, должен быть перпендикулярен  EQ \O(a;\s\up8(())  и    EQ \O(b;\s\up9(())  и должен иметь одинаковую с ними длину.

Согласно определению векторного произведения вектор  EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(())  будет перпендикулярен  EQ \O(a;\s\up8(())  и    EQ \O(b;\s\up9(()). Выясним, какую он будет иметь длину:  
                           (EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(b;\s\up9(())(=(EQ \O(a;\s\up8(())( ·( EQ \O(b;\s\up9(())((sin(( EQ \O(a;\s\up8(–()),  EQ \O(b;\s\up9(()) ) = 15·15· sin 90o = 225.

Искомый вектор   EQ \O(c;\s\up8(–())  должен иметь длину  15. Следовательно,  EQ \O(c;\s\up8(()) =  EQ \F( 1 ;15) EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(()). Находим  
                            EQ \O(a;\s\up8(–()) (  EQ \O(b;\s\up9(()) =    EQ  \a\al( i       j     k;10    11    2;10  –10    5)   = 75i – 30j – 210k ,   EQ \O(c;\s\up8(())(5, –2,–14).                                     
Очевидно, что вектор   EQ \O(c1;\s\up8(()) = –  EQ \O(c;\s\up8(())  тоже удовлетворяет условиям задачи. 
 Ответ:  EQ \O(c;\s\up8(())(5, –2,–14),  EQ \O(c1;\s\up8(())(–5, 2,14).
8. Даны координаты  вершин треугольной пирамиды  SABC:    A(4, 0, 1), B(5,–1, 1), C(4, 7,–5), S(7, 5, 2). Найти объем пирамиды, площадь основания  ABC  и высоту (с помощью векторного и смешанного произведений). Найти угол  (BAC. Укажите, какой вектор перпендикулярен основанию. Изобразите данную пирамиду в декартовой системе координат.                   

Решение. Находим координаты трех векторов, лежащих на ребрах пирамиды и исходящих из одной вершины:
         EQ \O(AB;\s\up10( –())(1,–1, 0),   EQ \O(AC;\s\up10( –())(0, 7,– 6),   EQ \O(AS;\s\up10( –())(3, 5, 1).

Модуль смешанного произведения этих векторов равен объему параллелепипеда, построенного на этих векторах. Объем же пирамиды составляет 1/6 от объема       параллелепипеда:  V=  EQ \F( 1 ;6)( EQ \O(AB;\s\up10( –())

 EQ \O(AC;\s\up10( –())

 EQ \O(AS;\s\up10( –())(.

Смешанное произведение можно вычислить так:
                 EQ \O(AB;\s\up10( –())

 EQ \O(AC;\s\up10( –())

 EQ \O(AS;\s\up10( –()) =   EQ  \a\al(1  –1   0;0    7 – 6;3   5    1)
Но, поскольку для вычисления площади основания нам понадобится векторное произведение   EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(AC;\s\up10( –()), то намного проще воспользоваться определением смешанного произведения:  EQ \O(AB;\s\up10( –())

 EQ \O(AC;\s\up10( –())

 EQ \O(AS;\s\up10( –()) =( EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(AC;\s\up10( –()))· EQ \O(AS;\s\up10( –()) . При этом, вероятность арифметической ошибки будет намного меньше. Рекомендуем для проверки правильности вычислений использовать оба способа.
    EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(AC;\s\up10( –()) =   EQ  \a\al(i    j    k;1  –1   0;0   7 – 6)  =
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k = 6i + 6j + 7k.
SΔABC =  EQ \F( 1 ;2)( EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(AC;\s\up10( –())(=  EQ \F( 1 ;2) EQ \R(36 + 36 + 49) =   EQ \F(11;2) .

 ( EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(AC;\s\up10( –()))· EQ \O(AS;\s\up10( –()) = 6(3 + 6(5 + 7(1 = 55.     V =  EQ \F( 1 ;6)(( EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(AC;\s\up10( –()))· EQ \O(AS;\s\up10( –())(=   EQ \F(55;6) .

C другой стороны, V =  EQ \F( 1 ;3) SΔABC ·h . Отсюда  h =  EQ \F(3V; SΔABC) =  EQ \F(55/2;11/2) = 5 .
Согласно определению векторного произведения вектор  EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(())  перпендикулярен  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(()). Поэтому вектор   EQ \O(h;\s\up9(()) =  EQ \O(AB;\s\up10( –())( EQ \O(AC;\s\up10( –())   будет перпендикулярен основанию пирамиды;  EQ \O(h;\s\up9(())(6, 6, 7). Угол  (BAC  ищется так же, как и в задаче  5.
Построим изображение данной пирамиды в декартовой системе координат  Оxyz.

Ответ: V =   EQ \F(55;6) , SΔABC =   EQ \F(11;2) , h = 5,  EQ \O(h;\s\up9(())(6, 6, 7).
9. Вычислить площадь треугольника ABC, если вершина  A  находится в полюсе, а две другие имеют заданные полярные координаты: B(6,  EQ \F(5π;4) ), C(4,  EQ \F(7π;12) ). Найти длину BC. Изобразить данный треугольник.

Решение. Нарисуем чертеж к задаче, построив точки B и  C по их полярным координатам. Из чертежа и геометрического смысла полярных координат находим, что 
          (BAC = (1– (2 =  EQ \F(5π;4) –  EQ \F(7π;12) =  EQ \F(3π;2) ,  
          AB = 6,  AC = 4.

Тогда  

          SΔABC =  EQ \F( 1 ;2)AB(AC(sin(BAC =  EQ \F( 1 ;2) (6(4(sin  EQ \F(3π;2) = 12(EQ \R(3) EQ \F(;2)
 = 6 EQ \R(3).

По теореме косинусов
         BC2 = AB2 + AC2 – 2(AB(AC(cos(BAC = 36 + 16 – 2(6(4((–  EQ \F( 1 ;2)) = 76.  
         Ответ: SΔABC = 6 EQ \R(3) , BC =  EQ \R(76)= 2 EQ \R(19).

10. Новая декартова СК получена из старой переносом начала в точку  O((2,–1)  и поворотом на угол  ( = arccos  EQ \F( 4 ;5) . 
а) Выпишите формулы, выражающие новые координаты через старые. Найдите новые координаты точки  A, если известны её старые координаты: A(6, 2).
б) Выпишите формулы, выражающие старые координаты через новые. Найдите старые координаты точки  B, если известны её новые координаты: B(5, 5).
Решение.  а) Новые  координаты  выражаются  через  старые  по формулам
                                      x(=  (x – a)(cos ( + (y – b)(sin (,
                                      y(= –(x – a)(sin ( + (y – b)(cos (,
где  (a, b) – координаты точки  O(, ( – угол поворота координатных осей. Зная  cos (  находим  sin (  и подставляем в формулы:
                                      x(=   EQ \F( 4 ;5) (x – 2) +  EQ \F( 3 ;5) (y + 1),

                                      y(= –  EQ \F( 3 ;5) (x – 2) +  EQ \F( 4 ;5) (y + 1).

Для точки  A(6, 2)Oxy  находим  x(= 5, y(= 0. Значит  A(5, 0)O(x(y(.
б) Старые координаты выражаются через новые по формулам
                                      x = x((cos ( – y((sin ( + a,                   
                                      y = x((sin ( + y((cos ( + b.
В нашем случае 
                                         x =  EQ \F( 4 ;5) x( –  EQ \F( 3 ;5) y( + 2,                   

                                         y =  EQ \F( 3 ;5) x( +  EQ \F( 4 ;5) y( – 1.
Подставляя сюда координаты точки  B(5, 5)O(x(y(  находим  B(3, 6)Oxy . 
Ответ: A(5, 0)O(x(y(,  B(3, 6)Oxy .
ГЛАВА 2. ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ

§1. Уравнение кривой и поверхности.

Определение.  Пусть  ( – некоторая кривая на плоскости, а  ((x, y) – функция двух переменных. Говорим, что уравнение

                         ((x, y) = 0                       (1) 
есть  уравнение кривой  (  в неявном виде, если координаты любой точки  M( (  удовлетворяют  (1),  и  обратно,  каждая
пара (x, y) чисел, удовлетворяющих  (1), задает точку  M(x, y)  на кривой.

Подчеркнем, что при составлении уравнений следствие обязательно надо проверять в обе стороны. 

Пример 1. Уравнение
                 x2– 4 = 0                    (*)  
задает на плоскости пару прямых (см.чертеж). Координаты любой точки  A(x, y)( l1  удовлетворяют  (*), но нельзя

сказать, что  (*)  есть уравнение  l1 , поскольку есть еще точки, координаты которых удовлетворяют  (*),  но на  l1 эти точки не лежат.

С другой стороны, каждая  точка,  координаты которой удовлетворяют уравнению 

                 x – 2 = 0,                    (**) 
лежит на фигуре  l1( l2 , но нельзя сказать что  (**)  задает эту фигуру, поскольку есть еще точки на  l1( l2, координаты которых  (**)  не удовлетворяют. 

Пример 2. Составим уравнение окружности  (  радиуса R  с центром в точке O((a, b). Пусть M(x, y) – произвольная точка окружности  ( . Тогда  

            R =(O(M(=  EQ \R((x – a)2+ (y – b)2)   (  
   (   (x – a)2 + (y – b)2 = R 2.                                          (2)

Обратно, если координаты точки  M(x, y)  удовлетворяют (2), то (O(M(= R, а значит, M((. Таким образом  (2) и есть уравнение нашей окружности.

Если из уравнения  (1)  удается выразить одну координату через другую, то получим уравнение в явном виде:

                 y = f (x),                                                 (3)

Не всегда удается привести неявное уравнение кривой к явному виду. В каком случае это возможно гласит теорема о неявной функции, изучаемая в курсе математического анализа. Например, с уравнением окружности это сделать нельзя.

Предположим, что точка  движется по кривой. Тогда ее координаты изменяются со временем:

                                                       x = (( t ),   
                                                       y = (( t ). 
При этом параметр  t  изменяется в определенных пределах:  t(I, где  I – интервал числовой прямой. Говорим, что  (4)  есть параметрические уравнения кривой  (, если точка  M(x, y)  лежит на кривой  (  тогда и только тогда, когда найдется такое  t(I, что будут выполнены оба равенства  (4)  одновременно. При этом, обязательно к системе  (4)  надо добавлять интервал изменения параметра. Физический смысл параметра в  (4)  не всегда время. 

Пример 2.  Параметрические  уравнения окружности радиуса  R  с центром в начале координат имеют вид:

                        x = R·cos ( , 

                        y = R·cos ( , ((R .

Не важно, что для одной и той же точки 

может  найтись  несколько  (или даже 

бесконечно много) соответствующих ей 

значений параметра. Это не запрещается.

Пример 3. Уравнения

                        x = t2 , 

                        y = t3 , t(R .
задают полукубическую параболу. Уравнения
                        x = e2 t, 

                        y = e3 t, t(R .
тоже задают полукубическую параболу, но не всю, а только ее  верхнюю  половину. Для точки   M, лежащей ниже оси,  Ox  не найдется такого  t, для которого выполнено (***).
Определение.  Пусть  ( – некоторая поверхность в пространстве, а  F(x, y, z) – функция от  трех  переменных. Говорим, что

                           F(x, y, z) = 0                    (6)

есть уравнение поверхности  (  в неявном виде, если координаты любой точки  M((  удовлетворяют (6), и обратно, каждая пара  (x, y)  чисел, удовлетворяющих  (6),  задает точку   M(x, y, z)  на поверхности.

Так же, как и для кривой, при составлении уравнения поверхности, необходимо проверять следствие в обе стороны.

Упражнение. Самостоятельно докажите, что сфера радиуса  R  с центром в точке  O((a, b, с)  задается уравнением
 (x – a)2 + (y – b)2 + (z – c)2 = R 2.                                (7)

Если из уравнения  (6)  удается выразить одну переменную через две другие, то получим уравнение поверхности в явном виде:  z = f (x, y). Вопрос, когда это возможно сделать, изучается в курсе математического анализа. Уравнение сферы  невозможно переписать в явном виде.

Кривая в пространстве одним уравнением, как правило, не задается.  Бывают исключительные случаи, типа уравнения  x2 + y2 = 0, которое задает прямую – ось Oz. Кривая в пространстве обычно задается системой из двух уравнений
                          F1(x, y, z) = 0, 
                          F2(x, y, z) = 0.

Каждое из уравнений в отдельности задает  поверхность.  Если  координаты 
точки удовлетворяют системе,  то  она лежит на двух поверхностях одновременно, т.е.  M((1((2. Таким образом, система  (8)  задает линию пересечения двух поверхностей  (хотя заметим, что не всегда это пересечение будет кривой). Аналогично, если мы хотим найти точки пересечения любых двух множеств, заданных своими уравнениями, мы должны объединить данные уравнения в одну систему.
Пример 4. Система уравнений
                        x2 + y2 + z2 = R 2.        
              z = 0.

задает окружность в плоскости  Oxy. Первое уравнение системы задает сферу с центром в начале координат, а второе – плоскость  Oxy. Их пересечение есть окружность (.  Если подставить  z = 0  в первое уравнение, то получим  

              x2 + y2 = R 2.   (****         )

Казалось бы, можно сказать, что это и есть уравнение окружности  (. Но это не так. Уравнение   (*(*( )
задает цилиндрическую поверхность (см. параграф «цилиндрические и конические поверхности»). Подставляя  z = 0  в первое уравнение системы, нельзя отбрасывать при этом само уравнение  z = 0. 

Также кривая в пространстве может быть задана параметрическими уравнениями вида

                                                  x = (( t ), 

                                                  y = (( t ),
                                                  z = (( t ),  t (I ,

где  I – интервал числовой прямой. С параметрическими уравнениями поверхности мы встретимся в разделе «Дифференциальная геометрия». 
Обозначим  EQ \O(r;\s\up8(()) – радиус-вектор произвольной точки  M(x, y, z)   на кривой, т.е. вектор с координатами, составленными из неизвестных  (x, y, z),  а   EQ \O(f (t);\s\up11( –()) – вектор с координатами  ((( t ), (( t ), (( t )). Тогда параметрические уравнения кривой можно переписать в виде одного векторного уравнения
                                                EQ \O(r;\s\up8(()) =  EQ \O(f (t);\s\up11( –()) , t (I.
§2. Уравнение прямой на плоскости.

Прямую  l  на плоскости можно задать 

а) с помощью точки  Ao( l  и ненулевого вектора  EQ \O(a;\s\up8(())((  l ; тогда можем написать, что 

                     l ={M(   EQ \O(AoM;\s\up10( –())((  EQ \O(a;\s\up8(())};    (*)
б) с помощью точки  Ao( l  и ненулевого вектора  EQ \O(n;\s\up8(()) ( l ; тогда можем написать, что 

                     l ={M(   EQ \O(AoM;\s\up10( –())( EQ \O(n;\s\up8(())};  (**)
в) с помощью двух точек  Ao, A1( l .
Вектор  EQ \O(a;\s\up8(())((  l  называется направляющим вектором прямой, а вектор  EQ \O(n;\s\up8(()) ( l  называется вектором нормали к прямой.

Теорема 1.  1. Прямая  l, проходящая через точку Ao(xo, yo), и имеющая направляющий вектор  EQ \O(a;\s\up8(())(a1, a2), задается уравнением

   EQ \F(x – xo; a1) =  EQ \F(y – yo; a2) ,                                                (9 )

которое называется каноническим уравнением прямой, или параметрическими уравнениями:
                                               x = xo + a1t , 
                                               y = yo + a2t , t(R ,     
которые можно записать в векторном виде так: 
EQ \O(r;\s\up8(()) = EQ \O(ro;\s\up8(())+ tEQ \O(a;\s\up8(()), t(R ,                                           (10( )
где  EQ \O(ro;\s\up8(()) =  EQ \O(OAo;\s\up10( –())– радиус-вектор точки  Ao.
2. Прямая, проходящая через две точки  Ao(xo, yo)  и  A1(x1, y1), задается уравнением

    EQ \F(x – xo;x1 – xo) =  EQ \F(y – yo;y1 – yo) ,                                            (11 )

3.  Прямая, проходящая через точку  Ao(xo, yo),  и имеющая вектор нормали EQ \O(n;\s\up8(())(A, B),  задается в декартовой СК уравнением

A(x – xo) + B(y – yo) = 0.                                   (12 )
4. Прямая, отсекающая на координатных осях отрезки длины  a ( 0, b ( 0,  задается уравнением

                    EQ \F( x ;a) +  EQ \F( y ;b) = 1 ,                     (13 )
(уравнение прямой в отрезках). 

Предполагается, что в пунктах 1, 2 и 4
СК является произвольной аффинной, а числа  a  и  b  в  пo4  могут быть отрицатель-

ными. В уравнениях (10) и (10() в дальнейшем писать  t(R  не будем: это будет подразумевается.
Доказательство. 1. Пусть  M(x, y) – произвольная точка прямой  l. Тогда    EQ \O(AoM;\s\up10( –()) (x – xo, y – yo)((  EQ \O(a;\s\up8(())(a1, a2),  а по второму признаку коллинеарности векторов (теор.1( §7, гл.1)  это равносильно (9).

Обратно, если для  координат  точки    M(x, y)  выполнено (9), то по тому же признаку   EQ \O(AoM;\s\up10( –())(( EQ \O(a;\s\up8(()), а значит, M( l .

 По первому признаку коллинеарности векторов   EQ \O(AoM;\s\up10( –())(( EQ \O(a;\s\up8(())  (  ( t(R,  такое что    EQ \O(AoM;\s\up10( –())= tEQ \O(a;\s\up8(()) .  В координатах последнее равенство имеет вид

  x – xo = t a1,  y – yo = t a2,  
Для того, чтобы получить уравнение  (10)  осталось перенести  xo  и  yo в другую часть равенства.
2. Если прямая проходит через две точки  Ao(xo, yo)  и  A1(x1, y1) , то вектор  EQ \O(AoA1;\s\up10( –()) (x1– xo, y1– yo)  можно взять в качестве направляющего вектора прямой. Подставляя его координаты в (9) вместо a1, a2,  получим (11).

3.  Пусть  M(x, y)  –  произвольная  точка  прямой   l.  Тогда
 EQ \O(AoM;\s\up10( –())(x – xo, y – yo) ( EQ \O(n;\s\up8(())(A, B)   (    EQ \O(AoM;\s\up10( –()) · EQ \O(n;\s\up8(()) = 0,  а в координатах это условие как раз имеет вид  (12). Обратно, если координаты точки  M(x, y) удовлетворяют  (12), то   EQ \O(AoM;\s\up10( –())( EQ \O(n;\s\up8(()) , а значит, M( l .

4. Условие означает, что прямая проходит через точки A(a, 0) и  B(0, b). Подставляя их координаты в (10), получим

                            EQ \F(x – a;0 – a) =   EQ \F(y – 0;b – 0)     (    EQ \F(x – a;– a) =  EQ \F( y ;b)    (  (13) .

При ответе на экзамене недостаточно написать уравнение прямой: требуется обязательно указать, что означает каждый из параметров, входящих в уравнение. Например, выписав каноническое или параметрическое уравнение прямой, следует указать, что  (xo, yo) – это координаты точки, через которую проходит прямая, а  (a1, a2) – координаты направляющего вектора. Без данных пояснений ответ в виде выписанного уравнения расценивается, как отсутствие ответа.
Следствие. Любая прямая на плоскости может быть задана уравнением вида

                                                  Ax + By + C = 0 ,                                       (14)

которое называется общим уравнением прямой. И обратно, любое уравнение вида  (14)  на плоскости задает прямую.

Доказательство. Любую прямую на плоскости можно задать с помощью точки и вектора нормали. Тогда ее уравнение в декартовой СК будет иметь вид  (12). Раскроем скобки:

                                              Ax + By – Axo– Byo = 0

и обозначим  C = – Axo– Byo= const . Получим уравнение  (14).

Обратно, пусть некоторое множество  l  определяется уравнением (14), и  Ao(xo, yo) – произвольная точка этого множества. Тогда ее координаты удовлетворяют (14): Axo + Byo + C = 0  (  C = – Axo– Byo. Подставляя это значение в (14) получим (12), а это уравнение, как уже известно, определяет прямую. 

Попутно мы выяснили геометрический смысл коэффициентов  A  и  B  в общем уравнении прямой: это координаты вектора нормали к прямой:  EQ \O(n;\s\up8(())(A, B).  И этот факт чрезвычайно важен при исследовании   положения прямой и при решении различных задач про прямую на плоскости. Но этот факт верен только в случае декартовой СК.

Если СК на плоскости не является декартовой, то это следствие можно доказать с помощью уравнения (9). В дальнейшем, СК предполагается декартовой, если не оговорено противное.

Рассмотрим различные частные случаи общего уравнения прямой.

1. C = 0  (  l : Ax + By = 0. Тогда урав-нению удовлетворяют координаты точки  O(0, 0), т.е. прямая проходит через начало координат.

2. A = 0  (  By + C = 0  (  y = – C /B. Прямая  l||Ox .

3. B = 0  (  Ax + C = 0  (  x = – C /A. Прямая  l||Oy .

4. B ( 0 . Тогда  (14) можно переписать так:  y = –  EQ \F(A;B) x –   EQ \F(C;B) . Обозначим  k = – A/B, q = – C /B, и получим уравнение  

                                                y = k x + q,                                                (15)

которое называется уравнением прямой с угловым коэффициентом.    Угловым называется коэффициент  k. Выясним почему.

Пусть  P(x1, y1), Q(x2, y2) – две произвольные точки на прямой  l, где  y2 ( y1.  Подставим их координаты в уравнение прямой:  y1 = k x1 + q,   y2 = k x2 + q . Вычтем из второго равенства первое:       

                                                   y2 – y1= k (x2 – x1).

Поскольку мы исключили случай  l((Oy, то  x2 ( x1 ( 
                                                   k =  EQ \F(y2 – y1;x2 – x1) .   (***  )
Выберем на прямой  l  направление, соответствующее возрастанию ординаты  y, и назовем его положительным. Пусть  ( – угол  между положительным направлением оси  Ox  и положительным направлением прямой  l. Назовем его углом наклона прямой. Пусть  S – точка с координатами  (x2, y1).


1 случай:  x2 > x1.  Тогда   y2 – y1 = QS,   x2 – x1 = PS  и из  (PQS  находим, что k = QS/PS = tg (.

2 случай:  x2< x1. Тогда   y2 – y1= QS,  x2 – x1= – PS  (   k =  – QS/PS = = – tg ( , где  ( = (QPS.   Но   ( = ( – (   (   – tg ( = tg ( . Значит,  как  и  в  первом  случае  k = QS/PS = tg (.
Итак, мы доказали, что  k  есть тангенс угла наклона прямой. Поэтому он называется угловым коэффициентом. А геометрический смысл коэффициента   q  очевиден: это отрезок, отсекаемый прямой на оси  Oy.
§3. Взаимное расположение двух прямых на плоскости.

В этом параграфе для удобства изложения будем считать, что совпадающие прямые – это частный случай параллельных.

Пусть две прямые на плоскости заданы общими уравнениями:
                                  l1:  A1x + B1y + C1 = 0 ,           
                                  l2:  A2x + B2y + C2 = 0 .
Тогда мы сразу можем сделать вывод, что   EQ \O(n1;\s\up8(( ))(A1, B1)  и   EQ \O(n2;\s\up8(( ))(A2, B2) – это векторы нормали к  l1 и l2.

Теорема 2.  1.  l1(( l2  и  l1( l2  (   EQ \F(A1;A2) =  EQ \F(B1;B2) (  EQ \F(C1;C2) .

2.  l1= l2  (   EQ \F(A1;A2) =  EQ \F(B1;B2) =  EQ \F(C1;C2) .

3.  l1( l2  (  A1A2 + B1B2 = 0.

4. угол между  l1  и   l2  вычисляется по формуле  

            cos ( =  EQ \O(n1;\s\up8(( )) EQ \F(|· EQ \O(n2;\s\up8(( ))|;| EQ \O(n1;\s\up8(( ))| | EQ \O(n2;\s\up8(( ))|)
 = EQ \R(A12 + B12 )

 EQ \R(A22 + B22) EQ \F(( A1A2 + B1B2(; )
 .                          (16)
Доказательство.  1, 2.  Очевидно, что  l1(( l2   (    EQ \O(n1;\s\up8(( ))((  EQ \O(n2;\s\up8(( )),  а по второму признаку коллинеарности векторов это равносильно

                              EQ \F(A1;A2) =  EQ \F(B1;B2) = ( .   (*)

При этом, прямые будут совпадать  (  у них есть общая точка  Mo(xo, yo), т. е. если одновременно выполняется

                                              A1xo + B1yo + C1 = 0,           
                                              A2xo + B2yo + C2 = 0.

Вычтем из первого равенства второе, домноженное на  ( :
                                (A1– (A2)xo + (B1– (B2)yo + C1– (C2 = 0.  
В силу  (*)  обе скобки равны нулю  (  C1– (C2 = 0  (  C1/C2 = (.  (**) Объединяя  (*)  и  (**),  получаем требуемый результат.
Обратно, если выполнено условие пункта 2, то уравнения прямых l1 и  l2 пропорциональны, т.е., разделив первое уравнение на некоторое число  (, мы получим второе уравнение. Значит эти уравнения равносильны и определяют на плоскости одно и то же множество.

3, 4.  Напомним, что углом  между  двумя прямыми называется меньший из двух углов, которые образуются при их пересечении. Таким образом, угол  (  между прямыми находится в пределах  0 ( ( ( (/2.
Пусть   ( =(( EQ \O(n1;\s\up8(( )),  EQ \O(n2;\s\up8(( ))).  Тогда  0 ( ( ( (.
Очевидно, что  (  совпадает с одним  из  двух  углов,  которые образуют прямые при пересечении.

1 случай:  0 ( ( ( (/2.  Тогда    ( = (  (
             cos ( = cos ( = EQ \O(n1;\s\up8(( )) EQ \F(· EQ \O(n2;\s\up8(( ));| EQ \O(n1;\s\up8(( ))| | EQ \O(n2;\s\up8(( ))|)
 .
2 случай:  (/2 < ( ( (.  Тогда    ( = ( – (  и  cos ( < 0  (
       cos ( = cos (( – () = – cos ( =
                 =( cos (( =  EQ \O(n1;\s\up8(( )) EQ \F(|· EQ \O(n2;\s\up8(( ))|;| EQ \O(n1;\s\up8(( ))| | EQ \O(n2;\s\up8(( ))|)
 .
Эта формула подойдет и к первому 
случаю: неотрицательную величину модулем не испортишь. Последнее равенство в (16) – эта та же формула, только расписанная в координатах. В частности, из (16) следует, что  l1( l2  (    EQ \O(n1;\s\up8(( ))· EQ \O(n2;\s\up8(( )) = 0  (  A1A2 + B1B2 = 0.
Упражнение 1. Прямые на плоскости могут быть заданы не только общим уравнением. После изучения темы «Взаимное расположение прямой и плоскости» вы легко напишите условия параллельности и совпадения двух прямых, одна из которых задана каноническим или параметрическим уравнением, а вторая – общим уравнением. 

Упражнение 2. Самостоятельно напишите условия параллельности и совпадения двух прямых, заданных уравнениями с угловым коэффициентом.

Теорема 2. Пусть две прямые на плоскости заданы уравнениями с угловым коэффициентом 

                              l1: y = k1x + q1,      l2: y = k2 x + q2.

Тогда угол между ними вычисляется по формуле

           tg ( =  EQ \F((k2– k1(;(1 + k1k2()  .

Доказательство. Пусть  k1= tg (1, k2 = tg (2 , а (1 и  (2  –  углы,  которые  образуются при пересечении прямых (см. чертеж). Тогда  (1= ( – (, и, если  (1( (/2,  то он будет считаться  углом  между l1 и  l2. В этом случае  tg (1( 0. 
Находим:

                              tg (1= tg(( – () =  EQ \F(tg ( – tg (;1 + tg ( tg () =  EQ \F(k2 – k1;1+ k1k2) .

Если  (1> (/2 , то между прямыми считается  (2 = ( – (1. Тогда  

                             tg (2 = tg(( – (1) = – tg (1=(tg (1( =  EQ \F((k2– k1(;(1 + k1k2() .

Эта формула подойдет и к первому случаю.

Заметим, что если убрать в числителе модуль, то получится формула,  по которой можно вычислить ориентированный угол от   l1  до  l2, (отсчитываемый против часовой стрелки). Данный угол может находиться в пределах   – ( ( ( ( (.

§4. Уравнение прямой в нормальной форме. Расстояние     от точки до прямой.

Определение. Говорим, что общее уравнение прямой
                                                Ax + By + C = 0 ,                                            (14)

имеет нормальную форму, если  A2+B 2 = 1. Это равносильно тому, что вектор  EQ \O(n;\s\up8(()) (A, B) – единичный.

Если уравнение  (14)  не имеет нормальной формы, то мы можем привести его к этой форме, разделив на   EQ \R(A2+B 2):

                                  EQ \R(A2+B 2) EQ \F(A;)
 x + EQ \R(A2+B 2) EQ \F(B;)
 y + EQ \R(A2+B 2) EQ \F(C;)
 = 0.
Тогда     EQ \R(A2+B 2)EQ \F(A; eq \b()
)
 2 + EQ \R(A2+B 2)EQ \F(B; eq \b()
)
 2 = 1.

Теорема 3. Пусть прямая  l  определяется уравнением  (14)  в нормальной форме. Тогда расстояние от точки  M(x1, y1)  до прямой вычисляется по формуле

                                                h =(Ax1+ By1+ C( .                                                   (17)
Следствие. Если прямая определяется произвольным уравнением вида  (14), то
           h = EQ \R(A2+B 2) EQ \F((Ax1+ By1+ C(; )
 .                 (17( )
Доказательство. Пусть  EQ \O(n;\s\up8(())(A, B) – вектор нормали к  l. Поскольку уравнение имеет нормальную форму, то (EQ \O(n;\s\up8(())( = 1.  Пусть   Mo(xo, yo) – произвольная точка на прямой. Опустим перпендикуляр  MN
на прямую  l . Пусть  ( =(( EQ \O(n;\s\up8(()),  EQ \O(MoM;\s\up10( –())),   ( =(MMoN .

1 случай. Точка  M  и вектор  EQ \O(n;\s\up8(())  лежат в одной полуплоскости относительно прямой  l. Тогда
                 h =(MN(=(MMo(·sin ( =( EQ \O(MoM;\s\up10( –())(·sin( EQ \F( ( ;2) – () =
                                                       =( EQ \O(MoM;\s\up10( –())(·cos (·(EQ \O(n;\s\up8(())(=  EQ \O(MoM;\s\up10( –()) · EQ \O(n;\s\up8(()) 

(мы домножили на (EQ \O(n;\s\up8(())(, поскольку эта величина равна единице). Находим, что   EQ \O(MoM;\s\up10( –()) (x1– xo, y1– yo)  (
                   h = A(x1– xo) + B(y1– yo) = Ax1+By1+C – (Axo+Byo+C)

(мы добавили и отняли  C ). Поскольку  Mo( l, то выражение в скобках равно нулю, и мы получаем

                            h = Ax1+ By1+ C.

2 случай. Точка  M  и вектор  EQ \O(n;\s\up8(())  лежат в разных полуплоскостях относительно прямой  l. Тогда ( = ( – (/2   (  sin ( = – cos (    и те же самые вычисления дают 
               h = –  EQ \O(MoM;\s\up10( –()) · EQ \O(n;\s\up8(()) = –Ax1 – By1 – C. 
Поскольку  h – это расстояние, то  h ( 0. Это 
значит, что во втором случае Ax1+ By1+ C < 0 (равенство исключается, т.к. M( l). Поэтому
                       h =(Ax1+ By1+ C( . 
Эта формула подойдет и к первому случаю.
Попутно мы выяснили, что знак выражения  Ax1+ By1+ C  зависит от того, в какой полуплоскости находится точка  M. Это позволяет для двух данных точек   M1, M2  выяснить, лежат ли они в одной полуплоскости относительно прямой   l  или в разных (( пересекает отрезок  M1M2  прямую  l  или нет).

§5. Уравнение прямой в полярных координатах.

Пусть на плоскости заданы прямая  l  и полярная система координат, OP – полярная ось. Опустим перпендикуляр  ON   из полюса на прямую  l. Обозначим  p =(ON(  – его длина,  ( – ориентированный угол  между   OP   и   ON.  Пусть  M(r, ()  –  произвольная  точка   прямой.
Тогда из  (OMN  находим

 p = r·cos(( – ()   или   p = r·cos(( – ().  (18)  

Поскольку косинус четная функция, то достаточно только первого уравнения.
Обратно, если координаты точки   M(r, ()  удовлетворяют  (18), то (OMN – прямоугольный  (  M( l.

Итак, (18) представляет собой уравнение прямой в полярных координатах.

Введем теперь декартову СК так, чтобы Ox(( OP. Уравнение (18) можно переписать так:
                                   r cos ( cos ( + r sin ( sin ( – p = 0.
Согласно формулам перехода  r·cos ( = x, r·sin ( = y  (
                                           x cos ( + y sin ( – p = 0.                                    (19)     

Это уравнение называют нормальным уравнением прямой. Еще раз отметим геометрический смысл используемых в этом уравнении параметров:  p – это длина перпендикуляра, опущенного из начала координат на прямую, а  ( – ориентированный угол между осью  Ox  и этим перпендикуляром. Поскольку  cos2( + sin2( = =1,  то это уравнение имеет нормальную форму, как это было определено в предыдущем параграфе.

Упражнение. Пусть две прямые заданы своими уравнениями в полярных координатах: l1:  p1 = r·cos((1 – (),   l2:  p2 = r·cos((2 – ().  Выпишите условия параллельности и совпадения этих прямых, а также найдите угол между ними. Найдите, чему равно расстояние между  l1 и  l2, если они параллельны.
§6. Пучок прямых.

Пусть две несовпадающие прямые на плоскости заданы своими общими уравнениями:

                                           l1:  A1x + B1y + C1 = 0 ,           
                                           l2:  A2 x + B2y + C2 = 0 .

Рассмотрим совокупность всех прямых, которые задаются различными уравнениями вида
                                ((A1+(A2) x + ((B1+(B2) y + (C1+ (C2 = 0,                (20)
где  (  и  ( – числа не равные нулю одновременно. Это множество называется пучком прямых. Очевидно, при  ( = 1, ( = 0  мы получим уравнение прямой  l1, а при  ( = 0, ( = 1  – уравнение прямой  l2. Таким образом, прямые  l1 и  l2 тоже входят в пучок.

Теорема 4.  1. Если прямые  l1 и  l2 пересекаются в точке  Mo, то определяемый ими пучок прямых, состоит из всех прямых, проходящих через Mo.  

2. Если l1(( l2 , то определяемый этими прямыми пучок состоит из всех параллельных им прямых.

Доказательство. 1. Перепишем  (20)  в виде

                            ((A1x + B1y + C1) + ((A2 x + B2 y + C2) = 0.                    (20()

Пусть  Mo(xo, yo) = l1( l2. Тогда ее координаты удовлетворяют уравнениям обеих прямых. Подставим ее координаты в  (20():

                            ((A1xo+ B1yo+ C1) + ((A2 xo+ B2 yo+ C2) = 0.

Поскольку обе скобки должны быть равны нулю, то мы получаем верное равенство независимо от  (  и  (. Таким образом, все прямые пучка (20) проходят через  Mo.

Покажем, что в пучок входят все прямые, проходящие через Mo. Пусть  M(x1, y1) – произвольная точка плоскости, отличная от Mo. Подставим ее    координаты в  (20()  и  обозначим
   X= A1x1+ B1y1+ C1,   Y = A2 x1+ B2 y1+ C2.
 Получим уравнение
                       (X + (Y= 0                      (*)

относительно неизвестных  (  и  (. Это уравнение всегда имеет решение  ((o, (o). При  (=(o и  (=(o уравнение  (20)  будет задавать прямую, проходящую через  M.

2. Пусть  l1(( l2 . Тогда выполнено
                               EQ \F(A1;A2) =  EQ \F(B1;B2) = k .

Пусть  l –  произвольная прямая из пучка (20). Применим к ней признак параллельности с прямой  l2: 
     EQ \F((A1+(A2;A2) =  EQ \F((B1+(B2;B2)    (   (  EQ \F(A1;A2) + (  EQ \F(A2;A2) = (  EQ \F(B1;B2) + ( EQ \F(B2;B2)     (   (k + ( = (k + ( ,

т.е. имеем верное равенство. Значит  l(( l2 .

Покажем, что в пучок входят все прямые параллельные  l1  и   l2. Пусть  M(x1, y1) – произвольная точка плоскости, не лежащая ни на l1 , ни на  l2. Подставив ее координаты в  (20()  также получим уравнение  (*) относительно неизвестных  (  и  ( , где X и Y оба ненулевые. При  ( и ( , удовлетворяющих  (*)  уравнение  (20) будет задавать прямую, проходящую через  M.
Если все прямые пучка пересекаются в точке  Mo, то точка  Mo называется центром пучка, и пучок прямых называется собственным или центральным. Если все прямые пучка параллельны друг другу, то пучок называется нецентральным или несобственным.
§7. Уравнение плоскости в пространстве.

Плоскость  (  в пространстве можно задать

а) с помощью точки  Ao( (  и ненулевого вектора  EQ \O(n;\s\up8(()) ((; тогда можем написать, что      ( ={M(   EQ \O(AoM;\s\up10( –())(EQ \O(n;\s\up8(())};    (*)
б) с помощью точки  Ao ( l  и двух неколлинеарных векторов  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(()), параллельных  (;

в) с помощью трех точек             Ao, A1, A2( ( , не лежащих на одной прямой.
Теорема 4.  1.  Плоскость (, проходящая через точку Ao(xo, yo, zo), перпендикулярно вектору  EQ \O(n;\s\up8(())(A, B, C),  задается в декартовой СК уравнением

                                 A(x – xo) + B(y – yo) + C(z – zo) = 0.                     (21 )
2. Плоскость (, проходящая через точку Ao(xo, yo, zo), параллельно двум неколлинеарным векторам  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(())  задается уравнением

                                                                                                    (22)
3. Плоскость (, проходящая через три точки Ao(xo, yo, zo),        A1(x1, y1, z1), A2(x2, y2, z2), не лежащие на одной прямой задается уравнением


4. Плоскость  (, отсекающая на координатных осях ненулевые отрезки  a, b, c  задается уравнением

                                                    EQ \F( x ;a) +  EQ \F( y ;b) +  EQ \F( z ;c) = 1                                     (24)
(предполагается, что  a, b, c  могут быть отрицательными).

Доказательство. 1. Пусть  M(x, y, z) – произвольная точка плоскости. Тогда   EQ \O(AoM;\s\up10( –())( EQ \O(n;\s\up8(())  (   EQ \O(AoM;\s\up10( –()) · EQ \O(n;\s\up8(()) = 0. Поскольку   EQ \O(AoM;\s\up10( –())(x – xo, y – yo, z – zo), то последнее равенство в координатах как раз имеет вид (22). 

Обратно, если координаты точки M(x, y, z) удовлетворяют (21), то  EQ \O(AoM;\s\up10( –())(EQ \O(n;\s\up8(())  (  M((.

2. Пусть  M(x, y, z) – произвольная точка плоскости. Тогда   EQ \O(AoM;\s\up10( –())  компланарен векторам  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(()), а это равносильно тому, что смешанное произведение этих трех векторов равно нулю:   EQ \O(AoM;\s\up10( –()) EQ \O(a;\s\up8(())  EQ \O(b;\s\up9(()) = 0. В координатах последнее равенство как раз имеет вид (22). 

Обратно, если координаты точки  M(x, y, z)  удовлетворяют (22), то  векторы    EQ \O(AoM;\s\up10( –()), EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(())  компланарны, а значит  M((.

3. Если плоскость проходит через три точки   Ao(xo, yo, zo),         A1(x1, y1, z1), A2(x2, y2, z2), не лежащие на одной прямой, то векторы       EQ \O(AoA1;\s\up10( –())(x1– xo, y1– yo, z1– zo)  и   EQ \O(AoA2;\s\up10( –())(x2 – xo, y2 – yo, z2 – zo)  неколлинеарны друг другу и параллельны плоскости  (. Подставим их координаты в (22)  вместо координат векторов  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(()), и получим (23).
4. Условие означает, что плоскость проходит через точки  A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, c). Подставим их координаты в уравнение (23):
                     x – a    y – 0    z – 0
                     0 – a   b – 0    0 – 0    = 0 .         

                     0 – a   0 – 0    c – 0
Самостоятельно раскройте определитель и приведите получившееся уравнение к виду (24). 

Это  уравнение  называется  уравнением  плоскости  в отрезках.

Следствие. Любая плоскость определяется уравнением вида
                                       Ax + By + Cz + D = 0 ,                                      (25)
которое называется общим уравнением плоскости. И обратно, всякое уравнение вида (25) определяет плоскость.
Доказательство. Любая плоскость может быть задана с помощью точки и вектора нормали, а значит ее можно задать уравнением вида (21). Раскроем скобки и обозначим  D = –Axo– Byo– Czo= const. Получим уравнение (25).

Обратно, пусть некоторое множество  (  определяется уравнением (25). Пусть  Ao(xo, yo, zo) – произвольная точка этого множества. Тогда ее координаты удовлетворяют (25): 

                                            Axo+ Byo+ Czo+ D = 0.

Отсюда  D = –Axo– Byo– Czo , и подставляя это значение в (25) получим (21). А это уравнение, как уже известно, задает плоскость. 

 Рассмотрим различные частные случаи плоскостей, задаваемых уравнениями вида (25).

1. D = 0.  Тогда  уравнению  
        Ax + By + Cz = 0

удовлетворяют координаты точки  O(0, 0, 0). 

Плоскость проходит через начало координат.

2. C = 0. Имеем уравнение 
            Ax + By +D = 0. 

Тогда  вектор  нормали  к   плоскости –       EQ \O(n;\s\up8(()) (A, B, 0)  и   EQ \O(n;\s\up8(()) (Oz,  а значит,  ((( Oz. 
Аналогично, при  B= 0  получим       ((( Oy, а при  A = 0  –  ((( Ox.

3. A = B = 0. Имеем уравнение 
           Cz + D = 0, 

которое равносильно  z = – C /D.  Тогда  

((Oz. 

Аналогично, при   A = C = 0   будет  

( (Oy, а при  B = C = 0  –  ( (Ox. 

§8. Уравнение плоскости в нормальной форме.                   Расстояние от точки до плоскости.

Определение. Говорим, что общее уравнение плоскости
                                          Ax + By + Cz + D = 0 ,                                 (25)
имеет нормальную форму, если  A 2+B 2 + C 2 = 1. Это равносильно тому, что вектор  EQ \O(n;\s\up8(())(A, B, C) – единичный. 

Если уравнение  (25)  не имеет нормальной формы, то мы можем привести его к  этой  форме, разделив на  ( =  EQ \R(A 2+B 2 + C 2).  Тогда  будет  выполнено  (A/()2 +(B/()2 + (C/()2 = 1.
Теорема 5. Пусть плоскость  (  определяется уравнением  (25)  в нормальной форме. Тогда расстояние от точки  M(x1, y1, z1)  до прямой вычисляется по формуле

                                        h =(Ax1+ By1+ Cz1+ D ( .                                           (26)
Следствие. Если плоскость определяется произвольным уравнением вида  (25), то
                  h = EQ \R(A 2+B 2 + C 2) EQ \F((Ax1+ By1+ Cz1+ D (; )
 .   (26()
Доказательство. Пусть EQ \O(n;\s\up8(())(A, B) – вектор нормали к  (. Поскольку уравнение имеет нормальную форму, то    (EQ \O(n;\s\up8(())(= 1. Пусть  Mo(xo, yo, zo) – произвольная точка плоскости. Опустим перпендикуляр  MN на плоскость  (. Пусть ( =(( EQ \O(n;\s\up8(()),  EQ \O(MoM;\s\up10( –())), ( =(MMoN .

1 случай. Точка   M   и вектор  EQ \O(n;\s\up8(())  лежат в одном полупространстве относительно плоскости  (. Тогда
    h =(MN(=(MMo(·sin ( =( EQ \O(MoM;\s\up10( –())(·sin( EQ \F( ( ;2) – () = ( EQ \O(MoM;\s\up10( –())(·cos (·(EQ \O(n;\s\up8(())(=  EQ \O(MoM;\s\up10( –()) · EQ \O(n;\s\up8(()) 

(мы домножили на (EQ \O(n;\s\up8(())(, поскольку это единица). Находим, что

                                     EQ \O(MoM;\s\up10( –()) (x1– xo, y1– yo, z – zo)  (
h = A(x1– xo) + B(y1 – yo) + C(z1– zo) = Ax1+ By1+ Cz1+ D – (Axo+ Byo+ C zo + D)

(мы добавили и отняли D). Поскольку  Mo( (, то выражение в скобках равно нулю, и мы получаем

                                             h = Ax1+ By1+ Cz1+ D.

2 случай. Точка  M  и вектор  EQ \O(n;\s\up8(())  лежат в разных полупространствах относительно плоскости  (. Тогда так же, как и в случае прямой на плоскости  ( = ( – (/2  (  sin ( = – cos (   и те же самые вычисления дают
                         h = –  EQ \O(MoM;\s\up10( –()) · EQ \O(n;\s\up8(()) = –Ax1 – By1 – Cz1– D. 
Поскольку h – это расстояние, то h ( 0. Это означает, что во втором случае  Ax1+ By1 + Cz1+D < 0  (равенство исключается, т.к. M(l). Поэтому   h =(Ax1+ By1+ C( . Эта формула подойдет и к первому случаю.
Попутно мы выяснили, что знак выражения  Ax1+ By1 + Cz1+D   зависит от того, в каком полупространстве находится точка  M. Это позволяет для двух данных точек   M1, M2  выяснить, лежат ли они в одной полупространстве относительно плоскости   (  или в разных (( пересекает отрезок  M1M2  плоскость  (  или нет).
Упражнение. Нарисуйте чертеж к второму пункту в доказательстве теоремы и покажите, что в этом случае  ( = ( – (/2.

§9. Взаимное расположение двух плоскостей в                    пространстве.

В этом параграфе для удобства изложения будем считать, что совпадающие плоскости – это частный случай параллельных. 
Пусть две плоскости в пространстве заданы общими уравнениями:

                                      (1:  A1x + B1 y + C1z + D1 = 0 ,           

                                      (2:  A2x + B2 y + C2 z + D2 = 0 .

Тогда мы сразу можем сделать вывод, что   EQ \O(n1;\s\up8(( ))(A1, B1, C1)  и   EQ \O(n2;\s\up8(( ))(A2, B2,C2) – это векторы нормали к  (1  и  (2. 

Теорема 6.  1. (1(( (2  и  (1( (2  (   EQ \F(A1;A2) =  EQ \F(B1;B2) =  EQ \F(C1;C2) (  EQ \F(D1;D2) . 
        2.  (1= (2  (   EQ \F(A1;A2) =  EQ \F(B1;B2) =  EQ \F(C1;C2) =  EQ \F(D1;D2) .

        3.  (1( (2  (  A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0.

        4. угол между  (1 и  (2  вычисляется по формуле  

         cos ( =  EQ \O(n1;\s\up8(( )) EQ \F(|· EQ \O(n2;\s\up8(( ))|;| EQ \O(n1;\s\up8(( ))| | EQ \O(n2;\s\up8(( ))|)
 = EQ \R(A12 +B12 +C12          )

 EQ \R(A22 +B22 +C12 ) EQ \F(( A1A2 + B1B2 + C1C2(; )
 .   (27)
Доказательство.   1, 2.  Очевидно, что  (1(( (2   (   EQ \O(n1;\s\up8(( ))((  EQ \O(n2;\s\up8(( )), а по второму признаку коллинеарности векторов это равносильно

                       EQ \F(A1;A2) =  EQ \F(B1;B2) =  EQ \F(C1;C2) = ( .   (*)

При этом, прямые будут совпадать  (  у них есть общая точка         Mo(xo, yo, zo), т.е. если одновременно выполняется
                                         A1xo + B1yo + C1zo + D1 = 0,           

                                         A2xo + B2yo + C2zo + D2 = 0.

Вычтем из первого равенства второе, домноженное на  ( :
                    (A1– (A2)xo + (B1– (B2)yo + (C1– (C2)zo+ (D1– D2) = 0.  
В силу (*) обе скобки равны нулю (  C1– (C2 = 0   (   C1/C2 = (. (**). Объединяя  (*)  и  (**)  получаем требуемый результат.
Обратно, если выполнено условие пункта 2, то уравнения плоскостей  (1 и  (2 пропорциональны, т.е., разделив первое уравнение на некоторое число  (, получим второе уравнение. Значит эти уравнения равносильны и определяют на плоскости одно и то же множество.

3, 4.  Напомним, что плоскости при пересечении образуют две   пары вертикальных двугранных углов, и углом между двумя плоскостями называется величина меньшей пары углов. Таким образом, угол  (  между плоскостями находится в пределах
0 ( ( ( (/2  и  cos ( ( 0. Пусть ( =(( EQ \O(n1;\s\up8(( )),  EQ \O(n2;\s\up8(( ))). Тогда, очевидно, что  (, либо равен  (,  либо является смежным с ним (на рисунке изображен только второй случай). 

В первом случае

                      cos ( = cos ( = EQ \O(n1;\s\up8(( )) EQ \F(· EQ \O(n2;\s\up8(( ));| EQ \O(n1;\s\up8(( ))| | EQ \O(n2;\s\up8(( ))|)
 ,
а во втором –
                      cos ( = cos (( – () = – cos ( =( cos (( = EQ \O(n1;\s\up8(( )) EQ \F(|· EQ \O(n2;\s\up8(( ))|;| EQ \O(n1;\s\up8(( ))| | EQ \O(n2;\s\up8(( ))|)
 .
Последняя формула подойдет и к первому случаю.

§10. Уравнение прямой в пространстве.

Прямую в пространстве можно задать 

а) с помощью точки  Ao( l  и ненулевого вектора  EQ \O(a;\s\up8(())((  l, который  называется направляющим вектором прямой; тогда  можем написать, что 

        l ={M(   EQ \O(AoM;\s\up10( –())((  EQ \O(a;\s\up8(())};  (*)
б)  как пересечение  двух плоскостей  l = (1( (2 ; в этом случае  l  будет задаваться системой из двух уравнений (см. §1);  это равносильно заданию точки  Ao( l  и двух векторов перпендикулярных прямой. 
Задать прямую в пространстве с помощью одного вектора нормали нельзя: 
через данную точку перпендикулярно данному вектору проходит бесконечно много прямых.

Теорема 6.  1. Прямая  l, проходящая через точку Ao(xo, yo, zo), параллельно вектору  EQ \O(a;\s\up8(())(a1, a2, a3)  задается уравнением
                                             EQ \F(x – xo; a1) =  EQ \F(y – yo; a2) =  EQ \F( z – zo; a3) ,                                   (28 )

(каноническое уравнение), или параметрическими уравнениями
                                                 x = xo + a1t ,                                                

                                                 y = yo + a2 t ,                                                 (29 )

                                                 z = zo + a3 t ,  t(R ,

которые можно записать в векторном виде: EQ \O(r;\s\up8(()) =  EQ \O(ro;\s\up8(())+ tEQ \O(a;\s\up8(()), t(R ,  где            EQ \O(ro;\s\up8(()) =  EQ \O(OAo;\s\up10( –())– радиус-вектор точки  Ao.
2. Прямая, проходящая через две точки  Ao(xo, yo, zo)  и  A1(x1, y1, z1),  задается уравнением
                                             EQ \F(x – xo;x1 – xo) =  EQ \F(y – yo;y1 – yo) =  EQ \F(z – zo;z1 – zo),                                  (30 )

3. Прямая, проходящая через точку  Ao(xo, yo, zo),  перпендикулярно двум векторам нормали   EQ \O(n1;\s\up8(( ))(A1, B1, C1)  и   EQ \O(n2;\s\up8(( ))(A2, B2, C2) задается в декартовой СК системой уравнений
                                      A1(x – xo) + B1(y – yo) + C1(z – zo) = 0,        
                                      A2(x – xo) + B2(y – yo) + C2(z – zo) = 0.        

Доказательство. 1, 2. Доказательство этих пунктов дословно повторяет доказательство пунктов 1 и 2 из теоремы 1, с той лишь разницей, что у всех точек и векторов добавляется еще третья координата.

3. Первое из уравнений системы (31) задает плоскость  (1, проходящую через точку  Ao, перпендикулярно вектору   EQ \O(n1;\s\up8(( )), а второе уравнение – плоскость  (2, проходящую через точку  Ao , перпендикулярно вектору   EQ \O(n2;\s\up8(( )). Пересечение этих плоскостей и задает нашу прямую.
§11. Взаимное расположение прямой и плоскости                   в пространстве.

Пусть плоскость  (  задана общим уравнением, а прямая  l – каноническим уравнением:
                   (:  Ax +By +Cz +D = 0 ,           l:  EQ \F(x – xo; a1) =  EQ \F(y – yo; a2) =  EQ \F( z – zo; a3) .

Тогда сразу можем отметить, что  EQ \O(n;\s\up8(–())(A, B, C) – это вектор нормали к плоскости (,    EQ \O(a;\s\up8(())(a1, a2, a3) – направляющий вектор прямой  l  и точка Ao(xo, yo, zo)( l.

Для удобства изложения, в этом параграфе будем считать, что  l(( – это частный случай  l((  (.

Теорема 7.  1. l((  (     Aa1+ Ba2 + Ca3 = 0,                               (32.1)

                                                    Axo+Byo+Czo+D = 0,                             (32.2)       
2. l((  (  и  l((     (         Aa1+ Ba2 + Ca3 = 0,                                (32.1)

                                         Axo+Byo+Czo+D ≠ 0,                              (32.3)       

3.  l((     (       EQ \F(A; a1) =  EQ \F(B; a2) =  EQ \F(C; a3) .                                                        (33)

4. Угол между   l  и  (  вычисляется по формуле                                       

                      sin ( =  \O(n;\s\up8(()) EQ \F(( · EQ \O(a;\s\up8(())(;(EQ \O(n;\s\up8(())((EQ \O(a;\s\up8(())()
 = EQ \R(A2 +B 2 +C 2          )

 EQ \R(a12 +a22 +a32 ) EQ \F(( Aa1 + Ba2 + Ca3(; )
 .                    (34)
Доказательство.  1,2. Очевидно, что  l(( (  (   EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(n;\s\up8(())  (  EQ \O(n;\s\up8(()) · EQ \O(a;\s\up8(())= 0,  а  именно это и означает равенство (32.1).  При этом, если выполнено  (32.2),  то  Ao(xo, yo, zo) ( (, а значит,  и вся прямая  будет  лежать в плоскости. Если выполнено  (32.3) ,  то  Ao( (, а значит, и  l((.

  
3. Очевично, что  l((  (  EQ \O(a;\s\up8(())(( EQ \O(n;\s\up8(()), а  (33) как раз представляет собой условие коллинеарности этих векторов.
4.  Напомним, что углом меж-ду прямой и плоскостью называется угол между прямой и ее проекцией на плоскость. Поэтому, если  ( – угол между  l  и  (, то  0 ( ( ( (/2,  и   sin ( ( 0.

Обозначим  ( = (( EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(n;\s\up8(()) ). Тогда возможны два случая: ( = (/2 – (    или   ( = ( –  (/2 . Оба случая изображены на рисунках.
В первом случае имеем

        sin ( = cos ( =  \O(n;\s\up8(()) EQ \F( · EQ \O(a;\s\up8(());(EQ \O(n;\s\up8(())((EQ \O(a;\s\up8(())()
 , 

а во втором случае –

     sin ( = – cos ( =(cos (( =  \O(n;\s\up8(()) EQ \F(( · EQ \O(a;\s\up8(())(;(EQ \O(n;\s\up8(())((EQ \O(a;\s\up8(())()
 .

Эта формула подойдет и к первому случаю.

§12. Взаимное расположение двух прямых в пространстве. Расстояние между прямыми.

Напомним, что углом  между скрещивающимися прямыми называется угол между параллельными им прямыми, проходящими через одну точку. Другими словами, если прямые  lo  и   l1  скрещиваются, то мы должны совершить параллельный перенос прямой  lo, так чтобы получилась прямая  lo( , пересекающаяся с  l1, и измерять угол между  lo(   и  l1.

Две скрещивающиеся прямые имеют единственный общий перпендикуляр. Его длина называется расстоянием между прямыми.

Пусть две прямые в пространстве заданы своими каноническими уравнениями:

             lo:   EQ \F(x – xo; a1) =  EQ \F(y – yo; a2) =  EQ \F( z – zo; a3) ,        l1:   EQ \F(x – x1; b1) =  EQ \F(y – y1; b2) =  EQ \F( z – z1; b3) .           (35)
Тогда сразу можем сделать вывод, что  EQ \O(a;\s\up8(())(a1, a2, a3)(( lo,   EQ \O(b;\s\up9(())(b1, b2, b3)(( l1,  Ao(xo, yo, zo)( lo,  A1(x1, y1, z1)( l1. Составим матрицу
                                                 x1– xo   y1– yo   z1– zo
                                        A =      a1           a2            a3        ,
                                                    b1           b2             b3

и пусть  ( = det A. 

Теорема 8.  1. Угол между   l  и  (  вычисляется по формуле   
                    cos ( =  \O(a;\s\up8(–()) EQ \F(( ·  EQ \O(b;\s\up9(–())(;(EQ \O(a;\s\up8(–())(( EQ \O(b;\s\up9(–())()
 = EQ \R(a12 +a22 +a32 )

 EQ \R(b12 +b22 +b32 ) EQ \F(( a1b1+ a2b2 + a3b3(;)
 .                         (36)
2. Прямые  lo  и  l1 скрещиваются  (  ( ≠ 0. 

3. Прямые  lo  и  l1 пересекаются  (  ( = 0  и  EQ \O(a;\s\up8(())  не коллинеарен   EQ \O(b;\s\up9(()).

4.  lo((  l1  (   rank A = 2  и  EQ \O(a;\s\up8(())((  EQ \O(b;\s\up9(()).

5.  lo= l1  (  rank A = 1.

Доказательство.  1. Угол  (  между прямыми  lo и  l1 может быть равен углу  (  между их направляющими векторами  EQ \O(a;\s\up8(–()),   EQ \O(b;\s\up9(()),  а может быть смежным с ним. В первом случае

             cos ( = cos ( =  \O(a;\s\up8(()) EQ \F( ·  EQ \O(b;\s\up9(());(EQ \O(a;\s\up8(())(( EQ \O(b;\s\up9(())()
 , 

а во втором случае                                                                                           
      cos ( = – cos ( =( cos (( =  \O(a;\s\up8(()) EQ \F(( ·  EQ \O(b;\s\up9(())(;(EQ \O(a;\s\up8(())(( EQ \O(b;\s\up9(())()
 .

Эта формула подойдет и к первому случаю. Обратите внимание, что на чертеже  изображена  не прямая  lo, а параллельная ей прямая  lo(  .
2, 3. Очевидно, что прямые  lo и  l1 не параллельны тогда и только тогда, когда  их направляющие  векторы   EQ \O(a;\s\up8(())  и  EQ \O(b;\s\up9(())  не коллинеарны. При этом, прямые лежат в одной плоскости и пересекаются  (  векторы  EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(AoA1;\s\up10( –())  компланарны  (  их смешанное произведение равно нулю:  EQ \O(a;\s\up8(())   EQ \O(b;\s\up9(())  EQ \O(AoA1;\s\up10( –()) = 0. А в координатах это произведение точности равно ( .

Соответственно, если   ( ≠ 0,  то векторы   EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()),  EQ \O(AoA1;\s\up10( –())   не компланарны, а значит, прямые  lo  и   l1   не  лежат в одной плоскости  ( они скрещиваются.

4, 5. Если   lo((   l1  или   lo= l1,  то  EQ \O(a;\s\up8(())((  EQ \O(b;\s\up9(()). Но в первом случае вектор   EQ \O(AoA1;\s\up10( –())  неколлинеарен  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(()), и поэтому первая строка в матрице  A  непропорциональна второй и третей строкам. Значит, rank A = 2.

Во втором случае все три вектора   EQ \O(AoA1;\s\up10( –()), EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(())   коллинеарны друг другу, и поэтому, все строки
в матрице  A пропорциональны. Значит, rank A = 1.
И обратно, если  EQ \O(a;\s\up8(()) ||  EQ \O(b;\s\up9(()), то прямые  lo и  l1 параллельны или совпадают; при этом, вторая и третья строки матрицы  A  пропорциональны. Если, при этом,  rank A = 2, то первая строка матрицы непропорциональна второй и третьей, а значит, вектор   EQ \O(AoA1;\s\up10( –())  неколлинеарен  EQ \O(a;\s\up8(()) и  EQ \O(b;\s\up9(())  (  lo||  l1. Если  же   rank A = 1, то все строки в матрице  A  пропорциональны, а значит, все три вектора   EQ \O(AoA1;\s\up10( –()), EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(())  коллинеарны друг другу  (  lo= l1.
Теорема 9.  Пусть две прямые  lo и  l1 в пространстве заданы своими каноническими уравнениями (35). Тогда 
1. если  lo((  l1 , то расстояние между  lo и  l1 находится по формуле
                                                 h = EQ \O(AoA1;\s\up10( –()) EQ \F(((EQ \O(a;\s\up8(())(;(EQ \O(a;\s\up8(())()
  ,                                         (37)

2. если  lo и  l1  скрещиваются, то расстояние между ними находится по формуле
                                                 h = EQ \O(AoA1;\s\up10( –()) EQ \F((·EQ \O(a;\s\up8(()) ·  EQ \O(b;\s\up9(())(;(EQ \O(a;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(())()
  .                                      (38)
Доказательство.  1. Пусть  lo((   l1. Отложим вектор  EQ \O(a;\s\up8(())  от точки Ao, и на векторах  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(AoA1;\s\up10( –())  построим параллелограмм. Тогда его высота   h  будет расстоянием между  lo и  l1. Площадь этого параллелограмма:  S =(   EQ \O(AoA1;\s\up10( –())(EQ \O(a;\s\up8(())( ,  а основание равно ( EQ \O(a;\s\up8(())(. Поэтому
                    h = S/( EQ \O(a;\s\up8(())( = (37). 
2.  Пусть  lo  и  l1  скрещиваются. Проведем через прямую lo плоскость  (o((  l1, а через прямую l1 проведем плоскость (1(( lo. 
Тогда общий перпендикуляр к  lo и  l1 будет общим перпендикуляром к  (o  и  (1. Отложим векторы  EQ \O(a;\s\up8(())  и  EQ \O(b;\s\up9(())  из точки  Ao и на векторах EQ \O(a;\s\up8(()),  EQ \O(b;\s\up9(()) и  EQ \O(AoA1;\s\up10( –()) построим параллелепипед. Тогда его нижнее основание лежит в плоскости  (o,  а верхнее – в плоскости  (1. Поэтому высота параллелепипеда будет общим перпендикуляром к  (o и (1, а ее величина   h  будет расстоянием между  lo  и  l1. Объем параллелепипеда равен     ( EQ \O(AoA1;\s\up10( –()) EQ \O(a;\s\up8(())  EQ \O(b;\s\up9(())(, а площадь основания – (EQ \O(a;\s\up8(())( EQ \O(b;\s\up9(())(  (    
                                                   h = V/Sосн = (38).

Следствие. Расстояние от точки  A1(x1, y1, z1)  до прямой  l, заданной уравнением

                                               l:   EQ \F(x – xo; a1) =  EQ \F(y – yo; a2) =  EQ \F( z – zo; a3) 
вычисляется по формуле  (37).

§13. Примеры решения задач.
1. Даны координаты вершин  A(1,– 6), B(–3, 0), C(6, 9)  треугольника  ABC. Составить уравнение окружности описанной вокруг треугольника. 
Решение. Для того, чтобы составить уравнение окружности нам необходимо знать ее радиус   R   и координаты центра  О(a, b). Тогда уравнение выглядит так:                       

      (x–a)2 +(y–b)2 = R2 .                                      
Центр окружности, описанной вокруг треугольника находится на пересечении серединных перпендикуляров  к  сторонам  этого треугольника. Находим координаты  середин  M1(x1, y1), и  M3(x3, y3)  сторон BC  и  AB  соответственно:
x1=  EQ \F(xC + xB;2) =  EQ \F(–3 + 6;2) =  EQ \F( 3 ;2) ,  y1=  EQ \F(yC + yB;2) =  EQ \F(0 + 9;2) =  EQ \F( 9 ;2) , M1EQ \F( 3 ;2) eq \b(,  EQ \F( 9 ;2))
 . 
Аналогично  M3(–1,–3).

     Пусть  l3 – прямая, являющаяся серединным перпендикуляром к  AB , а l1 – к  BC. Тогда  EQ \O(n3;\s\up8(( )) =  EQ \O(AB;\s\up10( –()) (– 4, 6) ( l3  и  l3  проходит через M3 . Поэтому ее уравнение:

– 4(x+1) + 6(y+3) = 0.

Аналогично  EQ \O(n1;\s\up8(( )) =  EQ \O(BC;\s\up10( –()) (9, 9) ( l3 . Поэтому уравнение  l1:      
9(x (  EQ \F( 3 ;2)) + 9(y (  EQ \F( 9 ;2)) = 0

x + y – 6 = 0.

Имеем  О = l1 ( l3.  Поэтому, чтобы найти координаты точки  О   необходимо решить совместно уравнения  l1 и l3 :  

x + y – 6 = 0 ,
– 4x + 6y +14 = 0.
Прибавим ко второму уравнению первое, умноженное на 4:
x + y – 6 = 0,
10y – 10 = 0.

Отсюда  y = 1, x = 5, O(5, 1).

Радиус равен расстоянию от  О  до любой из вершин треугольника. Находим:

                                  R =( EQ \O(AD;\s\up10( –())(=  EQ \R(;(1–5)2 +  (–6–1)2) =  EQ \R(;65).
Значит уравнение окружности: 

(x – 5)2 + (y –1)2 = 65.
2. В прямоугольном треугольнике  ABC   известны уравнение одного из катетов 3x – 2y + 5 = 0, координаты вершины   C(–5,–5)  и координаты середины   O(– 3/2,–3)   гипотенузы   AB.  Найти координаты
 вершин  A, B  и координаты точки  E, симметричной  O  относительно стороны  BC. Найти координаты точки пересечения медиан треугольника ABC .
Решение. Пусть катет, уравнение которого нам дано, – это СВ.  Он задан общим уравнением вида                                           

                 ax + by + c = 0.
В данном уравнении геометрический смысл

коэффициентов  a  и  b – это координаты вектора нормали  EQ \O(n;\s\up8(())(a, b). Поэтому  EQ \O(n;\s\up8(())(3,(2)(ВС.
Составим уравнение перпендикуляра  l = OD к стороне  СВ  и найдем координаты точки D. Вектор  EQ \O(n;\s\up8(())  будет параллелен OD, т.е. он является направляющим вектором этой прямой. Кроме этого, нам известны координаты точки  О  на этой прямой. Составляем параметрическое уравнение l :

                                                   x = –  EQ \F( 3 ;2) + 3t,                                          (*)
                                                   y = – 3 ( 2t .                                             
Имеем  D = l ( BC. Поэтому, для того, чтобы найти координаты этой точки мы должны решить совместно уравнения  l  и  BC. Подставляем  x  и  y  из уравнения  l  в уравнение  BC : 

3(–  EQ \F( 3 ;2) + 3t) –2(–3 (2t)+5 = 0,
–  EQ \F( 9 ;2) + 9t +6 +4t+5 = 0,

13t = –  EQ \F(13;2),  tD = –  EQ \F( 1 ;2).
Подставляем найденное  t  в уравнение  l  и находим координаты точки D(–3,–2). Для того, чтобы найти координаты  E  вспомним физический смысл параметрического уравнения прямой: оно задает прямолинейное и равномерное движение. В нашем случае, начальная точка – это  О, вектор скорости – это  EQ \O(n;\s\up8(()). Отрезок  ОE  вдвое длиннее отрезка   ОD. Если за время  tD = –  EQ \F( 1 ;2)  мы прошли путь от  О  до  D, то путь от  О  до  E  мы пройдем за время   tE = 2tD = –1. Подставляя это значение в  (*), находим   E(– 4,5;–1). 

Точка  D  делит отрезок  BC  пополам. Поэтому 

xD =  EQ \F(xC + xB;2) ,    yD =  EQ \F(yC + yB;2) .

Отсюда находим

xB = 2xD – xC = –1,   yB = 2yD – yC =1,   B(–1, 1).

Аналогично, используя тот факт, что  О – середина  АВ, находим координаты точки  А((2,(7). Возможен другой путь решения этой задачи: достроить ΔABC  до параллелограмма.
Общие формулы деления отрезка в данном отношении выглядят так:

xС =  EQ \F((1xB + (2xA;(1+(2) ,    yD =  EQ \F((1yB + (2yA;(1+(2) ,

если точка  С  делит отрезок  АВ  в отношении  (1:(2, т.е. (AC(:(BC(=(1:(2.

Известно, что точка пересечения медиан делит медиану в отношении 2:1, считая от вершины. В нашем случае  Р  делит  СО  в отношении  2:1. Поэтому 

                          xP =  EQ \F(2(xO + 1(xC;2 + 1) =  EQ \F(2((–1,5) – 5;2 + 1) = –  EQ \F( 8 ;3),  
                            yP =  EQ \F(2(yO + 1(yC;2 + 1) =  EQ \F(2((–3) – 5;2 + 1) = –  EQ \F(11;2) . 

Ответ: А(–2,–7), B(–1, 1), PEQ \F( 8 ;3) eq \b(– ,–   EQ \F(11;2))
.
3. Даны координаты вершин  A(– 4,–2), B(9, 7), C(2,– 4)  треугольника ABC. Составить общее уравнение биссектрисы  AD   и  найти  координаты точки  D.

Решение. Из курса элементарной математики известно, что   EQ \F(BD;DC) =  EQ \F(AB;AC) . Вычисляем
                 EQ \O(AB;\s\up11( –())(13, 9),   EQ \O(AC;\s\up11( –())(6,–2); 
 ( EQ \O(AB;\s\up11( –())(=  EQ \R(250) = 5 EQ \R(10), ( EQ \O(AC;\s\up11( –())(=  EQ \R(40) = 2 EQ \R(10) .
Значит BD : DC = 5 : 2 . Далее, применяя формулы деления отрезка в заданном отношении (см. задачу 16) находим
                              xD =  EQ \F(5(xC +1(xB;5 + 2) =  EQ \F(5(2+2(9;7) = 4,   
                              yD =  EQ \F(5(yC +1(yB;5 + 2) =  EQ \F(5((– 4) + 2(7;7) = –  EQ \F( 6 ;7),   D(4,–  EQ \F( 6 ;7) ). 
Составляем уравнение прямой, проходящей через точки  A  и  D. Для неё вектор   EQ \O(AD;\s\up11( –()) 8 ;7) eq \b(8, )
  является направляющим. Но, в качестве направляющего мы можем взять любой вектор, коллинеарный   EQ \O(AD;\s\up11( –()).        Например, удобно будет взять  EQ \O(a;\s\up8(()) =   EQ \F( 7 ;8) EQ \O(AD;\s\up11( –()),  EQ \O(a;\s\up8(())(7, 1). Тогда уравнение  
                            AD :   EQ \F(x + 4;7) = y + 2  (  x – 7y – 10 = 0.
Ответ: D(4,–  EQ \F( 6 ;7) ),  AD:  x – 7y – 10 = 0.

4. Даны уравнения двух медиан  x – y – 3 = 0, 5x + 4y – 9 = 0  треугольника ABC  и координаты вершины   A(– 1, 2). Составьте уравнение третьей медианы. 
Решение. Сначала мы убедимся, что точка  A  не принадлежит данным медианам. Медианы треугольника пересекаются в одной точке  M. Поэтому они входят в пучок прямых, проходящих через  M. Составим уравнение этого пучка:

                             (( x – y – 3) + ((5x + 4y – 9) = 0. 

Коэффициенты  (  и  (  определяются с точностью до пропорциональности; поэтому можем считать, что  ( = 1 (если  ( = 0 то уравнение пучка задает только первую медиану, а искомая прямая не совпадает с ней). Получаем уравнение пучка:  
(( + 5) x + (–( + 4) y – 3( – 9 = 0.
Нам из этого пучка надо выбрать прямую, проходящую через точку   A(– 1, 2). Подставим её координаты в уравнение пучка:
– (( + 5) + 2(–( + 4) – 3( – 9 = 0,

– 6( – 6 = 0,  ( = –1.

Найденное значение  (  подставляем в уравнение пучка и получаем искомое уравнение медианы:

4x + 5y – 6 = 0. 
Ответ:  4x + 5y – 6 = 0.

5.  Даны координаты  вершин треугольной пирамиды  SABC: A(–3, 7, 1),   B(–1, 9, 2), C(–3, 6, 6) S(6,–5,–2). Составить уравнение плоскости основания  ABC  и уравнение высоты  SD. Найти координаты точки D  и точки  S(, симметричной  S  относительно плоскости основания.
Решение. Найдем координаты двух векторов параллельных плоскости основания  ( = ABC: 
  EQ \O(a;\s\up8(()) =  EQ \O(AB;\s\up10( –())(2, 1, 1),   EQ \O(b;\s\up9(()) = EQ \O(AC;\s\up10( –())(0,–1, 5). 
Уравнение  плоскости, проходящей через данную точку  A(xo, yo, zo) параллельно двум неколлинеарным векторам  EQ \O(a;\s\up8(())(a1, a2, a3),  EQ \O(b;\s\up9(())(b1, b2, b3)  имеет вид 
                                                 x – xo   y – yo   z – zo
                                                    a1        a2       a3      = 0.
                                                    b1        b2       b3
Подставляем в это уравнение наши данные: 

                                                 x + 3   y – 7   z – 1
                                                    2        2        1      = 0.

                                                    0      –1        5
Раскрываем определитель:            
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Из уравнения плоскости находим, что вектор EQ \O(n;\s\up8(())(11,–10,–2) является вектором нормали к плоскости. Этот же вектор будет направляющим для прямой  h = SD . Параметрическое уравнение прямой, проходящей через данную точку A(xo, yo, zo) с направляющим вектором EQ \O(a;\s\up8(())(a1, a2, a3) имеет вид     

                                                     x = xo + a1t , 
                                                     y = yo + a2t , 
                                                     z = zo + a3t .                         

В нашем случае получаем уравнение:   
                                                     x =   6  + 11t , 

                                              h:    y = –5 – 10t ,                                            (*)
                                                     z = –2 – 2t .        
Найдем основание перпендикуляра. Это точка пересечения прямой 
[image: image5.wmf]l

 с плоскостью  (. Для этого мы должны решить совместно уравнения 
[image: image6.wmf]l

 и (. Подставляем  
[image: image7.wmf]z
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 из уравнения  l  в уравнение  π:

                            11(6 + 11t) – 10(–5 – 10 t) – 2(–2 – 2t) + 105 = 0,

                                  66 + 121 t + 50 + 100 t + 4 + 4 t + 105 = 0,

                                              225 y = –225,   t = –1.

Найденное  t  подставляем в уравнение  l  и находим координаты        D(–5, 5, 0).
Вспомним физический смысл параметрического уравнения прямой: оно задает прямолинейное и равномерное движение. В нашем случае, начальная точка – это  S, вектор скорости – это  EQ \O(n;\s\up8(()). Отрезок  SS(   вдвое длиннее отрезка  SD  и на его прохождение понадобится вдвое больше времени. Если за время  tD = – 1 мы прошли путь от  S  до  D, то путь от  S  до  S(  мы пройдем за время   t(= 2tD = –2. Подставляя это значение в  (*), находим  S((–16, 15; 2). 

Ответ: ABC: 11x – 10y – 2z +105 = 0,   D(–5, 5, 0), S((–16, 15; 2),
                            x =   6  + 11t , 

                  SD:    y = –5 – 10t ,                                            
                  z = –2 – 2t .        
6. Даны уравнения прямой  l   плоскости ( :
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Убедиться, что  l  и  (  пересекаются и составить уравнение проекции  l( прямой  l  на плоскость. Найти угол между  l  и ( . 

        Решение. Из уравнения  прямой  находим ее направляющий вектор: EQ \O(a;\s\up8(())(1,–1, 2)  и точку на этой прямой:  A(6, 0, 2) , а из уравнения плоскости – вектор нормали к плоскости: 
EQ \O(n;\s\up8(()) (5,–2, 4). Очевидно, что если  l(( (  или 
[image: image9.wmf]p

Î

l

, то  EQ \O(a;\s\up8(()) ( EQ \O(n;\s\up8(())   т.е.  EQ \O(n;\s\up8(()) ·EQ \O(a;\s\up8(()) = 0. Проверим:

                            


 EQ \O(n;\s\up8(–( )) ·EQ \O(a;\s\up8(()) = 5·1 – 2·(–1) + 4·2 = 15 ( 0.





         
Значит, l пересекает  π. Угол между  l и  (  находим по формуле:                                              

                     sin ( =  \O(n;\s\up8(())EQ \F(| · EQ \O(a;\s\up8(()) |;| EQ \O(n;\s\up8(()) |·| EQ \O(a;\s\up8(()) |)
 ; 
              |EQ \O(a;\s\up8(())| =  EQ \R(;12 + (–1)2 + 22) =  EQ \R(;6) , |EQ \O(n;\s\up8(())| =  EQ \R(;52 + (–2)2 + 42) =  EQ \R(;45) = 3 EQ \R(;5) .    
Отсюда   
                                       sin ( = EQ \R(;5)EQ \F(15; 3·  EQ \R(;6))
 = EQ \R(;30)EQ \F(;6)
 .  
Пусть Ao – проекция точки  A  на плоскость, а  B = l(π. Тогда       l(= AoB – это проекция прямой 
[image: image10.wmf]l

. Найдем сначала координаты точки  B. Для этого перепишем уравнение прямой  l  в параметрическом виде:    

                             x = 6 + t, 

                     l:      y = – t,

                             z = 2 + 2t,

и решим его совместно с уравнением плоскости π. Подставляем 
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 из уравнения  l  в уравнение π : 

                                  5(6 + t ) – 2(– t ) + 4(2 + 2t ) + 7 = 0,

                                         30 + 5t + 2t + 8 + 8t + 7 = 0,

                                              15t = – 45,    t = – 3.  
Подставляя это  t  в уравнение  l  находим координаты  B(3, 3, 4). Составим уравнение перпендикуляра h = AAo. Для прямой  h  вектор  EQ \O(n;\s\up8(())  служит направляющим. Поэтому  h  задается уравнением  
                                                     x = 6 + 5t, 

                                            h:      y = –2 t,

                                                     z = 2 + 4t,

Решаем его совместно с уравнением плоскости  π, чтобы найти координаты точки  Ao:
                                  5(6 + 5t ) – 2(–2t ) + 4(2 + 4t ) + 7 = 0,

                                         30 + 25t + 4t + 8 + 16t + 7 = 0,

                                              45t = – 45,    t = – 1.  
Подставляем это  t  в уравнение  h  и находим  Ao(1, 2,–2). Находим направляющий вектор прямой  l' : AoB(2, 1,–2) и получаем ее уравнение:           
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  7.   Прямая  l  в пространстве задана системой уравнений
                                              2x +2y – z – 1=0,  
                                              4x – 8y + z – 5= 0,
и даны координаты точки A(–5,6,1). Найти координаты точки  В, симметричной  А  относительно прямой  l.         

Решение. Пусть  P – основание перпендикуляра, опущенного из точки  A  на прямую  l . Сначала мы найдем координаты точки  P. Для этого мы составим уравнение плоскости  (, проходящей через точку A  перпендикулярно плоскостям  (1  и   (2 . Находим векторы нормали к этим плоскостям: EQ \O(n1;\s\up8(( ))(2, 2,–1), EQ \O(n2;\s\up8(( ))(4,–8, 1).  Для плоскости  (  они будут направляющими. Поэтому уравнение этой плоскости:
                                 x + 5   y – 6   z – 1
                                     2        2      –1      = 0.

                                     4      –8        1
                   – 6( x + 5) – 6( y – 6) –24( z  – 1) = 0 .                                               
Прежде чем раскрывать скобки обязательно                          
сначала делим все уравнение на  – 6:
                x + 5 + y – 6 + 4( z – 1) = 0,
                     x+ y+ 4z – 5 = 0.

Теперь  P – точка пересечения плоскостей ( , (1  и  (2 . Для того, чтобы найти ее координаты мы должны решить систему, составленную из уравнений этих плоскостей: 

   x + y + 4z – 5 = 0,

 4x – 8y + z – 5 = 0,

 2x + 2y – z – 1 = 0.
Решая ее по методу Гаусса, находим  P(1,0,1). Далее, используя тот факт, что  P – середина  AB  мы находим координаты точки  B(7,–6,1).
Точку  P  можно найти другим способом, как ближайшую к  A  точку прямой  l . Для этого необходимо составить параметрическое уравнение этой прямой. Как это делается, см. задачу  10. Дальнейшие действия см. в задаче  8.
8. В  (ABC  с вершинами  A(9, 5, 1), B(–3, 8, 4), C(9,–13,–8)  проведена высота  AD.  Найти  координаты точки D, составить уравнение прямой  AD, вычислить h =(AD(  и  проверить  h,  вычислив S(ABC  с помощью векторного произведения.
Решение. Очевидно, что точку  D  можно найти так: D = π ( BC , где π – это плоскость, которая проходит через точку A перпендикулярно стороне BC. Для этой плоскости  EQ \O(BC;\s\up10( –()) служит вектором нормали. Находим EQ \O(BC;\s\up10( –())(12,–21,–12). Координаты этого вектора нацело делятся на 3.  Поэтому  в  качестве  вектора нормали к  (  можем взять EQ \O(n;\s\up8(()) =  EQ \F( 1 ;3) EQ \O(BC;\s\up10( –()),         EQ \O(n;\s\up8(())(4,–7,– 4). Уравнение плоскости  π, проходящей через точку  Ao(xo, yo, zo)  перпендикулярно вектору  EQ \O(n;\s\up8(())(a, b, c), имеет вид: 
a(x – xo) + b(y – yo) + c(z – zo) = 0.
В нашем случае:  
4(x – 9) ( 7(y – 5) ( 4(z – 1) = 0,
      4x ( 7y ( 4z + 3 = 0,
Составим уравнение прямой  BC. Для нее вектор  EQ \O(n;\s\up8(())  будет направляющим:
                                                       x = –3 + 4t, 

                                            BC:     y =  8 – 7t,                                            (*)
                                                       z =   4 – 4t,

Поскольку  D = π ( BC,  для нахождения координат точки  D  нужно решить совместно уравнения π и BC. Подставляем 
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 из уравнения BC в уравнение π: 

                                 4(–3 + 4t ) – 7(8 – 7t ) – 4(4 – 4t ) + 3 = 0,

                                 –12 + 16 t – 56 + 49t – 16 + 16 t + 3 = 0,

                                                    81t = 81,    t = 1.

Подставляем это  t  в уравнение прямой  BC  и находим  D(1, 1, 0). Далее, зная координаты точек  A  и   D, составляем уравнение прямой  AD  вычисляем  
[image: image14.wmf]AD
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  по формуле расстояния между точками: 
                                  h =  EQ \R(;(1 – 9)2+ (1 – 5)2+ (0 – 1)2) = 9. 
Далее,  SΔABC =  EQ \F( 1 ;2) ( EQ \O(AB;\s\up10( –())(EQ \O(AC;\s\up10( –()) ( ;  сначала находим сам вектор  EQ \O(AB;\s\up10( –())(EQ \O(AC;\s\up10( –()), а потом его модуль.

                                i     j     k                   i     j   k
          EQ \O(AB;\s\up10( –())(EQ \O(AC;\s\up10( –()) =    –12   3     3    = –27·  – 4   1   1   = –27(–i + 4j – 8k) .
                               0  –18  –9                   0   2   1

(В процессе вычисления мы воспользовались свойством определителя: общий множитель элементов одной строки можно выносить за знак определителя).

SΔABC =  EQ \F( 1 ;2) · 27 EQ \R(;(–1)2 + 42 + (–8)2) =  EQ \F(81;2) .

С другой стороны SΔABC =  EQ \F( 1 ;2)(EQ \O(BC;\s\up10( –()) (·h. Отсюда  h =  EQ \F(2SΔABC ; (BC( ).  Находим

                        (EQ \O(BC;\s\up10( –()) ( =  EQ \R(;122 + (–21)2 + (–12)2) = 3 EQ \R(;42 + 72 + 42) = 27.  
Поэтому h = 9. Это совпадает с ранее найденным ответом.
Точку  D  можно найти, как ближайшую к  A  точку прямой  BC, используя методы дифференциального исчисления. Пусть  M(t) – произвольная точка прямой  BC; её координаты определяются системой  (*):
                                           M(–3 + 4t, 8 – 7t,  4 – 4t).

Находим квадрат расстояние от точки  A  до  M(t):

              h2(t) = (9 + 3 – 4t)2 + (5 – 8 + 7t)2 + (1 – 4 + 4t)2 
                                   = (12 – 4t)2 + (–3 + 7t)2 + (–3 + 4t)2 =

                       = 144 – 96t + 16t2 + 9 – 42t + 49t2 + 9 – 24t + 16t2 =
                       = 81t2 – 162t + 162.

Найдем наименьшее значение функции  h2(t)  с помощью производной:

                       EQ \F(d;dt) h2(t) = 162t – 162;     EQ \F(d;dt) h2(t) = 0   (   t = 1. 

Подставляем это значение  t  в уравнение  прямой  BC  и находим, что  D(1, 1, 0)   является ближайшей к  A  точкой на прямой  BC. 
9. Исследовать взаимное расположение следующих пар плоскостей (пересекаются, параллельны, совпадают). Если плоскости пересекаются, то найдите угол между ними, если параллельны – расстояние между ними.                         
а).  (1:  2y + z + 5 = 0,  (2:  5x + 4y – 2z +11 = 0.
Решение. Если плоскости  (1  и (2 заданы своими общими уравнениями   

                         a1x + b1 y + c1z +d1 = 0,    a2x + b2 y + c2z +d2 = 0,
  то 

                                (1(( (2      (     EQ \F(a1;a2) = EQ \F(b1;b2) = EQ \F(c1;c2) ( EQ \F(d1;d2) ,  
                             (1 = (2     (     EQ \F(a1;a2) = EQ \F(b1;b2) = EQ \F(c1;c2) = EQ \F(d1;d2)  .

В нашем случае  EQ \F( 0 ;5) ( EQ \F( 1 ;4) ( EQ \F( 5;–2) , поэтому плоскости не параллельны и не совпадают. Значит, они пересекаются. Угол между плоскостями вычисляется по формуле
                                               cos ( = n1;\s\up8(( )) EQ \F((·EQ \O(n2;\s\up8(( ))(;|EQ \O(n1;\s\up8(( ))| |EQ \O(n2;\s\up8(( ))|)
 ,
где   EQ \O(n1;\s\up8(–(   )) и   EQ \O(n2;\s\up8(–( )) – векторы нормали к этим плоскостям. В нашем случае           

                         EQ \O(n1;\s\up8(( ))(0, 2, 1),  EQ \O(n2;\s\up8(( ))(5, 4,–2),    EQ \O(n1;\s\up8(( ))· EQ \O(n2;\s\up8(( )) = 0·5 + 2· 4 + 1·(–2);
                  |EQ \O(n1;\s\up8(( ))| =  EQ \R(;02 + 22 + 12) =  EQ \R(;5) ,  |EQ \O(n2;\s\up8(( ))| =  EQ \R(;52 + 42 + 22) = 3 EQ \R(;5) . 
Значит, cos ( = EQ \R(;5) EQ \F((6(;· 3 EQ \R(;5))
 = EQ \F( 2 ;5).  
Ответ: ( = arccos EQ \F( 2 ;5) .

б)   (1:   EQ \R(;2)x – y + 2 EQ \R(;2)z + 8 = 0,  

       (2:  2x –  EQ \R(;2)y + 4z –12 = 0.
Решение.  Проверяем на параллельность или совпадение:           
                                        
[image: image15.wmf].

12

8

4

2

2

2

1

2

2

-

¹

=

-

-

=

                      

Значит, (1(( (2  но (1 ( (2. Расстояние от точки  A(x, y, z)  до плоскости, заданной уравнением  
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 находится по формуле 
                      h = EQ \R(;a2 + b2 + c2)EQ \F((ax + by + cz + d(;)
 .
Выберем точку  А((1. Для этого надо подобрать любые три координаты, удовлетворяющие уравнению  (1. В нашем случае, самое простое: Ao(0, 8, 0). Расстояние от Ao  до (2  и будет расстоянием между  (1 и  (2 : 

                             h = EQ \R(;2)EQ \F((2·0 – ·8 + 4·0 – 12(;EQ \R(;2) EQ \R(;22 + ()2 + 42)
)
 =  EQ \R(;2)EQ \F(4(2 – 3);  EQ \R(;22))
 .                                     

10.  Составить уравнение плоскости  (, которая делит  пополам  тот  из двугранных углов между  плоскостями
  (1: 2x – y + 2= 0,     (2: 5x + 4y – 2z –14 = 0,
который содержит данную точку   А(0, 3,–2). Составить параметрическое уравнение прямой  l = (1((2 ;
Решение. Если точка 
[image: image17.wmf])
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 лежит на плоскости  (, которая делит двугранный угол пополам, то расстояния  h1  и  h2 от этой точки до  (1 и до  (2  равны.
 Находим эти расстояния и приравниваем их:   
EQ \R(;22 + 12)EQ \F((2x – y + 2(;)
 = EQ \R(;52 + 42 + 22)EQ \F((5x + 4y – 2z –14(;)

Модули мы можем раскрывать с одинаковыми или разными знаками. Поэтому можем получить 2 ответа, т.к. (1 и  (2 образуют два двугранных угла. Но в условии требуется найти уравнение плоскости, которая делит пополам тот угол, в котором находится точка  А . Значит  координаты точки М  при подстановке в левые части уравнений данных плоскостей (1 и  должны такие же знаки, что и координаты точки А. Легко  проверить, что эти знаки  EQ «–» для (1 и «+» для  (2 . Поэтому мы раскрываем первый модуль со знаком  «–», а второй – со знаком «+» :

EQ \R(;5)EQ \F((2x + y ( 2;)
 = EQ \R(;5)EQ \F(5x + 4y – 2z –14;3)
 , 
3((2x + y ( 2) = 5x + 4y – 2z –14, 

(:11x + y ( 2z ( 14 = 0.
Для того, чтобы составить уравнение прямой  l, нам нужно найти направляющий вектор этой прямой и точку на ней.

       Из уравнений  (1  и (2  находим координаты векторов нормали к этим плоскостям:  EQ \O(n1;\s\up8(( ))(2,–1, 0), EQ \O(n2;\s\up8(( ))(5, 4,–2). Направляющий вектор  EQ \O(a;\s\up8(–( ))  прямой  l  перпендикулярен   EQ \O(n1;\s\up8(–(   )) и  EQ \O(n2;\s\up8(( )). Такой  EQ \O(a;\s\up8(())  можно найти с помощью векторного произведения (по определению, если   EQ \O(c;\s\up8(()) = EQ \O(a;\s\up8(())(  EQ \O(b;\s\up9(–()) , то  EQ \O(c;\s\up8(()) ( EQ \O(a;\s\up8(())  и  EQ \O(c;\s\up8(()) (  EQ \O(b;\s\up9(–()) ):
                                                     i      j     k           

                                EQ \O(a;\s\up8(–( )) = EQ \O(n1;\s\up8(( ))(  EQ \O(n2;\s\up8(–(   )) =   2    –1    0   = 2i + 4j + 13k .
                                                     5     4   –2                 

Для того, чтобы найти координаты одной точки на прямой, мы должны найти частное решение системы уравнений
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Поскольку уравнений два, а неизвестных три, то система имеет бесконечное количество решений. Нам достаточно подобрать одно. Проще всего положить  x = 0  и тогда находим
                                   EQ \b\lc\{( \a\al( y = 2; 8 – 2z – 14 = 0))  (  z = – 3,
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Каноническое уравнение прямой, проходящей через точку B(xo, yo, zo) параллельно вектору   EQ \O(a;\s\up8(–( ))(a1, a2, a3), имеет вид:
                                             EQ \F(x – xo; a1) =  EQ \F(y – yo; a2) =  EQ \F( z – zo; a3) .
В нашем случае имеем уравнение:
l:   EQ \F( x ;2) =  EQ \F(y – 2;4) =  EQ \F(z + 3;13).
Ответ:  (: 11x + y – 2z = 0,  l:   EQ \F( x ;2) =  EQ \F(y – 2;4) =  EQ \F(z + 3;13).
11. Даны уравнения двух прямых в пространстве: 
                    x = –1 – t,                       x = –3 + 2t (,

                     l1:      y = 6 + 2 t,             l2:     y = –2 – 3t (,

                              z = 5 + 2t,                       z =  3 – 2t (.

Доказать, что данные прямые скрещиваются и составить уравнение их общего перпендикуляра. 

Решение. Из уравнений прямых находим координаты их направляющих векторов: EQ \O(a;\s\up8(())(–1, 2, 2),   EQ \O(b;\s\up9(())(2,–3,–2)  и точек  A(–1, 6, 5)( l1 ,         B(–3,–2, 3) ( l2 . Проверяем  EQ \O(a;\s\up8(())  и   EQ \O(b;\s\up9(())  на коллинеарность:
 EQ \F((1;2) =  EQ \F(2;(3) =  EQ \F(2;(2).
Значит  EQ \O(a;\s\up8(()) EQ \O(((;\s\do3( ∕))  EQ \O(b;\s\up9(())  и  l1 EQ \O(((;\s\do3( ∕)) l2 . Следовательно, прямые  l1 и  l2  либо скрещиваются, либо пересекаются. Мы найдем расстояние между ними, и, если оно не равно нулю, то прямые скрещиваются.  
Расстояние вычисляется по формуле

                                                   d =  \O(AB;\s\up10( –()) EQ \F(  EQ \O(a;\s\up8(())  EQ \O(b;\s\up9(()) ;( EQ \O(a;\s\up8(())(  EQ \O(b;\s\up9(()) ()
 . 
Находим
                           i     j    k           

             EQ \O(a;\s\up8(())(  EQ \O(b;\s\up9(()) =  –1    2    2   = 2i + 2j – k ;         ( EQ \O(a;\s\up8(())(  EQ \O(b;\s\up9(()) ( =   EQ \R(;22 + 22 + 12) = 3.

                           2  –3  –2                 
     EQ \O(AB;\s\up10( –()) (– 2,– 8,–2) ,     EQ \O(AB;\s\up10( –()) EQ \O(a;\s\up8(())   EQ \O(b;\s\up9(())= – 2·2 – 8·2 – 2·(–1) = –18 ,    d =  EQ \F(׀–18׀;3) .

Вектор  EQ \O(n;\s\up8(()) = EQ \O(a;\s\up8(())(  EQ \O(b;\s\up9(())  перпендикулярен  EQ \O(a;\s\up8(())  и перпендикулярен  EQ \O(b;\s\up9(()). Сле-довательно,  EQ \O(n;\s\up8(()) ( l1  и   EQ \O(n;\s\up8(()) ( l1, а значит, EQ \O(n;\s\up8(())  является направляющим вектором общего перпендикуляра  
[image: image20.wmf]h

  к этим прямым.  Мы уже нашли его коор-динаты:  EQ \O(n;\s\up8(())(2, 2,–1). Для того, чтобы
составить уравнение  h  нам нужно найти координаты одной точки на этой прямой. Для этого мы составим уравнение плоскости π, проходящей через  l1 и  h. Для нее векторы  EQ \O(a;\s\up8(()), EQ \O(n;\s\up8(())  будут направляющими, и  A((.
                                                  x – 1    y – 2    z – 1

                                                   –1        2        2      = 0.

                                                     2        2      –1

                                     – 6(x – 1) + 3( y – 2) – 6(z – 1) = 0.

                                       – 2(x – 1) + ( y – 2) – 2(z – 1) = 0.

                                            (:  –2x + y – 2z + 2 = 0.

Находим точку пересечения l2 и π . Для  этого 
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y

x

,

,

 из уравнения l2 подставляем в уравнение  π:
                                  –2(–3 + 2t () –2 + 3t ( – 2(3 – 2t () + 2 = 0,

                                         6 – 4t ( – 2 – 3t ( – 6 – 4t ( + 2 = 0,

                                                –7t (= 0,     t (= 0.

Подставляем найденное  t ( в уравнение  l2  и находим, что B(–3,–2, 3) и есть общая точка l2 и π. Имея точку на  h  и направляющий вектор этой прямой составляем ее уравнение:
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Заметим, что прямую  h  можно задать как пересечение двух плоскостей: плоскости  π  и плоскости  π1, проходящей через прямую  l2  с направляющим вектором  EQ \O(n;\s\up8(–()). Этот способ решения также допускается, и он несколько короче.

Второй способ решения этой задачи использует методы дифференциального исчисления. Общий перпендикуляр к двум скрещивающимся прямым – это кратчайший из отрезков, соединяющих две точки на этих прямых. Находим квадрат расстояния от произвольной точки прямой  l1  до произвольной точки прямой  l2  :

         h2(t, t() = (–3 +2t( + 1 + t )2 + (–2 – 3t( – 6 – 2t)2 + (3 – 2t( – 5 – 2t)2 =

                      = (t +2t( – 2)2 + (8 + 2t + 3t()2 + (2 + 2t + 2t()2 .

Найдем точку минимума функции  h2(t, t(). Для этого вычисляем частные производные и приравниваем их к нулю:

      EQ \F(d;dt) h2(t, t() = 2(t +2t( – 2) + 4(8 + 2t + 3t() + 4(2 + 2t + 2t() = 2(9t +12t( + 18);

      EQ \F(d;dt() h2(t, t() = 4(t +2t( – 2) + 6(8 + 2t + 3t() + 4(2 + 2t + 2t() = 2(12t +17t( + 24); 

                            9t +12t( + 18 = 0                   t = –2

                           12t +17t( + 24 = 0                  t( = 0. 

Подставляем эти значения  t  и  t(  в уравнения   l1  и  l2  соответственно и находим, что  C(1, 2, 1)  и  B(–3,–2, 3)  являются концами общего перпендикуляра. Остается составить уравнение прямой, проходящей через две точки  B  и  C.
12.  Дано уравнение сферы  S :

        x2 + y2 + z2 +12x (10y – 4z (176 = 0.                                                                                                                                              

а) Составить уравнение плоскости  (, проходящей через точки  A(–3, 7, 1), B(–1, 9, 2), C(–3, 6, 6)
б) найти координаты центра и радиус окружности, по которой  (  пересекает  S .          
Решение.  Найдем  два  вектора  параллельных  плоскости:              EQ \O(AB;\s\up10( –())(2, 1, 1),  EQ \O(AC;\s\up10( –())(0,–1, 5). Уравнение плоскости, проходящей через данную точку  A(xo, yo, zo) параллельно двум данным векторам   EQ \O(a;\s\up8(–())(a1, a2, a3),  EQ \O(b;\s\up9(–())(b1, b2, b3)  имеет вид 
                                                 x – xo   y – yo   z – zo
                                                    a1        a2       a3      = 0.
                                                    b1        b2       b3
Подставляем в это уравнение наши данные: 

                                                 x + 3   y – 7   z – 1
                                                    2        2        1      = 0.

                                                    0      –1        5
Раскрываем определитель:            

       
[image: image23.wmf].
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Найдем координаты центра O( и радиус 
[image: image24.wmf]R

 сферы. Для этого выделим  полные квадраты:

                  (x2 –12x + 36) – 36 + ( y2 +10y + 25) + (z2 + 4z + 4) – 4 –176 = 0,

                                       (x – 6)2 + (y – 5)2 + (z + 2)2 = 241.

Значит,  O((6,–5,–2),  R =  EQ \R(;241) . 

Центр окружности, получающейся в сечении сферы плоскостью, является основанием перпендикуляра 
[image: image25.wmf]l

, опущенного из центра сферы на плоскость. Из уравнения плоскости находим, что вектор EQ \O(n;\s\up8(())(11,–10,–2) является вектором нормали к плоскости. Этот же вектор будет направляющим для прямой 
[image: image26.wmf]l

. Параметрическое уравнение прямой, проходящей  через  данную  точку  A(xo, yo, zo)  с  направляющим  вектором           EQ \O(a;\s\up8(())(a1, a2, a3)  имеет вид     

                                                     x = xo + a1t , 
                                                     y = yo + a2t , 
                                                     z = zo + a3t .                         

В нашем случае получаем уравнение:   
                                                     x =   6  + 11t , 

                                               l:    y = –5 – 10t , 

                                                     z = –2 – 2t .        
Найдем основание перпендикуляра. Это точка пересечения прямой 
[image: image27.wmf]l

 с плоскостью  (. Для этого мы должны решить совместно уравнения 
[image: image28.wmf]l

 и (. Подставляем  
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y

x

,

,

 из уравнения  l  в уравнение  π:

                            11(6 + 11t) – 10(–5 – 10 t) – 2(–2 – 2t) + 105 = 0,

                                  66 + 121 t + 50 + 100 t + 4 + 4 t + 105 = 0,

                                              225t = –225,   t = –1.

Найденное  t  подставляем в уравнение  l  и находим координаты центра окружности:  O ((–5, 5, 0). Находим длину отрезка  O (O (  как расстояние между точками: 
        (O (O ((=  EQ \R(;(–5 + 6)2+ (5 – 5)2+ (0 + 2)2) = 15. 
По теореме Пифагора  

           r2 = R2 –(O (O ((2 = 241– 225 = 16.                                              
Значит, r = 4 – радиус окружности. 
      Ответ: r = 4, O ((–5, 5, 0).
                                              
ГЛАВА 3. КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА

§1. Эллипс.

Определение.  Эллипсом  называется  множество точек  (  на плоскости, обладающее следующим свойством: существуют такие точки   F1, F2,  называемые  фокусами, что сумма расстояний от произвольной точки   M  эллипса до  F1  и от  M  до  F2 есть величина постоянная: 

          ( MF1( +( MF2( = 2a = const,        (1)

т.е. независящая от выбора точки  M((, и  2a < 2c =( F1F2( .
Составим уравнение эллипса в декартовых координатах. Начало  координат поместим в середину отрезка  F1F2,  и  направим   Ox(( EQ \O(OF1;\s\up10( –()). Тогда ось   Oy   определится  однозначно. Фокусы  будут  иметь  координаты    F1(c, 0), F2(– c, 0).  
Пусть  M(x, y) – произвольная точка эллипса. Тогда

                             ( MF1( =  EQ \R((x – c)2 + y2) ,         ( MF2( =  EQ \R((x + c)2 + y2) .

Согласно определению (1) имеем

                         EQ \R((x – c)2 + y2) = 2a –  EQ \R((x + c)2 + y2) .

Возведем обе части равенства в квадрат и сократим одинаковые слагаемые:

                  x2 – 2xc + c2 + y2 = 4a2 – 4a  EQ \R((x + c)2 + y2) + x2 + 2xc + c2 + y2 . 

                 4xc = 4a2 – 4a  EQ \R((x + c)2 + y2)      (    a  EQ \R((x + c)2 + y2) = a2 + xc.

Еще раз возводим в квадрат, сокращаем и группируем:
                               a2(x2 + 2xc + c2 + y2) = a4 + 2a2xc + x2c2,

                                      x2(a2 – c2) + a2y2 = a2(a2 – c2).

Согласно определению  a < c; поэтому можем обозначить  b2 = a2 – c2 , и разделив на  a2b2, окончательно получаем 

 EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = 1 .                                             (2 )
Мы доказали, что координаты произвольной точки эллипса удовлетворяют уравнению (2). Необходимо еще доказать обратное: если координаты точки  M(x, y)  удовлетворяют  (2), то выполнено (1). 
Из  (2)  выразим   y2 = b2(1–  EQ \F( x2;a2) )   и подставим в выражение для       ( MF1(,  учитывая при этом обозначение  b2 = a2 – c2:

   (  MF1(   =  EQ \R((x – c)2 + y2) = EQ \F( x2;a2) EQ \R(x2 – 2xc + c 2 + (a2 – c 2)(1–  ))
 =

             = EQ \F(c2x2;a2)EQ \R(x2 – 2xc + c2 + a2 – c2 – x2 + )
 = 

             = EQ \F(c2x2;a2)EQ \R(a2 – 2xc + )
 = EQ \F(cx;a)EQ \R((a –   )2 )
 =( a –  EQ \F(cx;a)(.
Аналогично получаем, что ( MF2( =(a +  EQ \F(cx;a)(.  Из  (2) следует, что  ( x ( ( a  (иначе уже первое слагаемое будет больше 1), а по определению,  a < c  (  оба выражения под модулем неотрицательны. Поэтому

                                ( MF1( +( MF2( = a –   EQ \F(cx;a) + a +  EQ \F(cx;a) = 2a.

Уравнение  (2)  называется каноническим уравнением эллипса.

Геометрические свойства эллипса.
1. Из  (2)  следует, что ( x ( ( a, (  y ( ( b. Значит, эллипс целиком содержится в прямоугольнике, определяемыми этим неравенствами. 

Подчеркнем, что это и все другие свойства выводятся только из уравнения эллипса, без ссылки на наглядность чертежа. Поэтому и раздел геометрии, который мы сейчас изучаем, называется «Аналитическая геометрия».

2. Координатные оси пересекают эллипс в точках    A1(a, 0),  A2(– a, 0),  B1(0, b),     B2(0, – b), которые называются его вершинами. Отрезки  A1A2  и  B1B2  называются большим и малым диаметрами эллипса, а вместе – главными диаметрами.  Числа  a  и  b называются большой и малой полуосями.

3. Координатные оси являются осями симметрии эллипса, а начало координат – центром симметрии. 
Действительно, пусть M(x, y) – произвольная точка эллипса. Тогда
пара  (x, y)  удовлетворяет уравнению  (2). Но тогда этому уравнению удовлетворяют также и пары (x, – y), (– x, y), (– x,– y), которые задают точки, симметричные  M  относительно  Ox, Oy  и точки  O  соответственно.
4. Эллипс может быть получен из окружности

                                              ((: X 2 + Y 2 = a2      (**)
в результате равномерного ее сжатия вдоль оси  Oy  с коэффициентом   k = a/b. Действительно, при таком сжатии точка  M ((X, Y)( ((  будет переходить в точку  M(x, y), где
           x = X ,                        X = x ,

           y =  EQ \F( b ;a)Y .      (          Y =  EQ \F( a ;b) y .

Подставляя последние формулы в (**), получим, что координаты точки   M  удовлетворяют (2), т.е. M( ( .

5. Эллипс может  быть получен из окружности  в результате проекции окружности на плоскость  (   непараллельную плоскости окружности   EQ \O((;\s\up6(–)). Действительно, при такой проекции отрезки параллельные линии пересечения плоскостей  l = ( (  EQ \O((;\s\up6(–))   сохраняют длину, а отрезки перпендикулярные   l   сжимаются  в  1/cos (  раз,  где  ( – угол  между   (   и   EQ \O((;\s\up6(–)).  Таким образом, окружность сжимается по одному направлению, и согласно свойству 4, из нее получается эллипс.

6. Самостоятельно убедитесь, что параметрические уравнения эллипса имеют вид:

                                                     x = a cos ( ,

                                                     y = b sin ( , t (R .

§2. Гипербола.

Определение.  Гиперболой называется множество точек (  на плоскости, обладающее следующим свойством: существуют такие точки  F1, F2,  называемые фокусами, что модуль разности расстояний от произвольной точки  M  гиперболы до  F1  и от  M  до  F2  есть величина постоянная:  

( ( MF1( –( MF2(( = 2a = const,                                (3)

т.е. независящая от выбора точки  M((, и 2a < 2c =( F1F2( .
Составим уравнение гиперболы в декартовых координатах. Начало координат поместим в середину отрезка  F1F2, и направим Ox(( EQ \O(OF1;\s\up10( –()). Тогда ось  Oy  определится однозначно. Фокусы будут иметь координаты  F1(c, 0),  F2(– c, 0).  

Пусть    M(x, y) – произвольная точка гиперболы. Тогда

         ( MF1( =  EQ \R((x – c)2 + y2) ,
        ( MF2( =  EQ \R((x + c)2 + y2) .

Согласно определению (3) имеем

 EQ \R((x – c)2 + y2) = ( 2a +  EQ \R((x + c)2 + y2) .

Далее совершаем дословно такие же преобразования, что и для эллипса. В результате получим уравнение
         x2(c2 – a2) – a2y2 = a2(c2 – a2).

Упражнение. Проделайте эти преобразования самостоятельно.
По определению  a < c; поэтому можем обозначить  b2 = c2 – a2, и разделив на  a2b2 окончательно получаем 

                                                   EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) = 1 .                                                (4 )
Мы доказали, что координаты произвольной точки гиперболы удовлетворяют  (4). Необходимо еще доказать обратное: если координаты точки  M(x, y)  удовлетворяют  (4), то выполнено (3). Из  (4)  выразим           y2 = b2(  EQ \F( x2;a2) –1)  и подставим в выражение для ( MF1(, учитывая при этом обозначение  b2 = c2 – a2. Точно так же, как и для эллипса получим

                                                                           ( MF1( =( a –  EQ \F(cx;a)(,              ( MF2( ==( a +  EQ \F(cx;a)(.        (**)
Упражнение. Проделайте это самостоятельно.

Из (4) вытекает, что  x2 = a2(1+  EQ \F( y2;b2) )   (  (  x ( ( a,  и по определению c > a. Значит, второе слагаемое в формулах  (**)  по модулю больше первого и при   x ( a  получаем

                                                                                                       ( MF1( =  EQ \F(cx;a) –  a,              ( MF2( = a +  EQ \F(cx;a) ,

а при  x ( – a  получаем
                                                                                                        ( MF1( = a –  EQ \F(cx;a) ,              ( MF2( = – a –  EQ \F(cx;a) .

В обоих случаях выполняется  (3). 

Уравнение (4)  называется каноническим уравнением гиперболы.
Геометрические свойства гиперболы. 
1. Мы уже отмечали, что для любой точки  M(x, y) на гиперболе  

       x2 = a2(1+  EQ \F( y2;b2))  ( (  x ( ( a, 

кроме того  (4 )  ( 
         x2 >   EQ \F(a2y2;b2)  (  (  x (>  EQ \F( a ;b)(  y ( . 
Значит вся гипербола содержится в области, определяемой этими неравенствами. Она заштрихована на рисунке.     

2. Ось  Ox  пересекает гиперболу в точках A1(a, 0), A2(– a, 0), которые называются вершинами гиперболы. Ось  Oy  ее не пересекает. Числа  a  и  b  называются полуосями гиперболы – действительной и мнимой.
3. Дословно так же, как и для эллипса доказывается, что координатные оси являются осями симметрии эллипса, а начало координат – центром симметрии.

4. Прямые  l1:  y =  EQ \F( b ;a) x  и  l2:  y = –  EQ \F( b ;a) x  называются  асимптотами гиперболы. 
Гипербола неограниченно к ним приближается, но нигде не пересекает. 
Действительно,  пусть  M(x, y) – точка  на  гиперболе, а   M ((x, y () –  на  соответствующей асимптоте. Тогда расстояние от точки  M  до асимптоты меньше, чем  ( MM ((.  При этом
                                          ( MM (( =( y (( –( y(  .
                          (y ()2 =  EQ \F( b2;a2)   x2,    y2 = b2(  EQ \F( x2;a2) –1)   (*** )
Из этих равенств вытекает, что при (  x ( ((   (  будет  ( y ((   ((    (  и          ( y(  ( ( . Кроме этого, 

            (y ()2 – y2 = b2   (   ( y (( –( y(  =  EQ \F( b2;( y (( +( y()  ((   0  при  (  x ( ((    (. 

Заметим, что обе асимптоты вместе можно задать вместе одним уравнением    EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) = 0 . Для его получения достаточно в правой части уравнения (4) заменить 1 на 0. Асимптоты проходят через диагонали прямоугольника, который определяется неравенствами  ( x ( ( a,  (  y ( ( b. Он называется фундаментальным прямоугольником гиперболы. Для построения гиперболы рекомендуется сначала изобразить этот прямоугольник.

5. При  a = b  гипербола называется равнобокой. Ее уравнение
                                                     x2 – y2 = a2 ,                                          (5)

а  асимптоты  имеют  уравнения   l1:  y =  x , l2:  y = – x .  Очевидно, что   l1 ( l2 ,  и мы можем выбрать их за оси новой декартовой  СК  Ox (y (, которая  получается  из  Oxy  поворотом  на угол  – 45о.  Тогда  формулы  замены  координат имеют вид:

                      x =  EQ \R(2) EQ \F(;2)
 ( x (+ y () ,

                      y =  EQ \R(2) EQ \F(;2)
 (– x (+ y ().  
Подставим их в  (5)  и получим уравнение
             2x (y (= a2       (          y (=   EQ \F( k ;x ()   ,

где  k = a2/2. Таким образом, равнобокая гипербола задает график обратной пропорциональности.
6. Параметрические уравнения гиперболы имеют вид:

                       x = ( ach t ,                           x = a(t + 1/t),

                       y = bsh t, t (R .                     y = b(t – 1/t), t (R\{0}.

Знак  «+»  соответствует одной ветви гиперболы, а «–» – другой ветви.

Упражнение. Проверьте это самостоятельно.

7. Гипербола   
                   ((:  EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) = –1 , 
называется сопряженной к гиперболе  (, заданной  уравнением  (4). Она имеет тот же фундаментальный прямоугольник, те же асимптоты, только расположена в другой паре вертикальных  углов, образованных этими асимптотами.

§3. Конические сечения. Парабола.

Определение. Коническим сечением (КС) называется кривая, по которой  коническую  поверхность  пересекает плоскость, не проходящая через вершину этой поверхности.

В следующей главе мы изучим, что коническая поверхность выглядит именно так, как это изображено на рисунке, и убедимся, коническими
сечениями  могут  быть   эллипс, гипербола  и  парабола.  Причем, парабола получается тогда и только тогда,  когда секущая плоскость параллельна  одной  из образующих конуса.

Следующие две теоремы примем без доказательства.

Теорема 1. Для всякого КС  ( , кроме окружности существуют точка  F , называемая фокусом,  и прямая  ( , называемая директрисой, такие что отношение расстояний от произвольной точки  M((  до  F  и от  M  до  (  есть величина постоянная (т.е. независящая от выбора точки  M(().

Эта  величина     ( =( MF(/( MM((  называется эксцентриситетом конического сечения. Чем меньше  (,  тем ближе  кривая расположена к фокусу. При  0<(<1  кривая замкнута и представляет собой эллипс. Чем ближе  (  к единице, тем более эллипс вытянут. При  (=1  он, как бы, достигает бесконечной длины, и происходит его разрыв: эллипс превращается в параболу. 
Чем больше  (, тем ближе кривая расположена к директрисе. При  1<(<(  получается гипербола.

Очевидно, что эксцентриситет и  расстояние   (FF ((  от  фокуса  до директрисы однозначно определяют КС. Действительно, если два КС имеют одинаковое расстояние от фокуса до директрисы, то мы можем движением совместить их фокусы и директрисы.  А если у них еще одинаковое  ( , то и сами КС совместятся. Если же два КС имеют одинаковое  (, но разное
расстояние от  F  до (, то они подобны. В частности, все параболы подобны друг другу.

Теорема 2.  Эксцентриситет эллипса или гиперболы, заданных своими каноническими уравнениями  (2)  или  (4), равен  c/a, фокусы имеют координаты   F1(c, 0),  F2(– c, 0),  а  директрисы задаются уравнениями   

          (1: x =  EQ \F(a2;c ) ,   (2: x =  EQ \F(a2;c ) 

(напомним, что  c2 = a2 – b 2  для  эллипса, и  c2 = a2 + b 2 для гиперболы).

Из этой теоремы следует, что фокусы  эллипса или гиперболы, которые мы определили в
§1  и в  §2, совпадают с фокусами, определенными в этом параграфе. Кроме того,  эллипс и гипербола имеют  две пары фокус-директриса, и определить фигуру можно с помощью любой из пар.

Определение.  Параболой  называется КС,  эксцентриситет  которого равен единице.

Составим  уравнение  пара-болы в декартовой СК. Пусть        p =( FF (( – расстояние от фокуса  до директрисы.  Начало  координат поместим в  середину  отрезка  FF ( и направим  Ox(( EQ \O(OF;\s\up10( –()) .  Тогда  ось  Oy  определится однозначно. Фокус будет иметь координаты   F(p/2, 0), а директриса – уравнение  (: x = – p/2 .
Пусть  M(x, y) – произвольная точка параболы. Тогда

                             ( MF( = EQ \F( p;2)eq \b(x –  EQ \R( )
2 + y2)
 ,   ( MM (( = x +  EQ \F( p;2) .
Согласно определению( MF( 2 =( MM (( 2  (  EQ \F( p;2) eq \b(x –  )
2+ y2 = EQ \F( p;2) eq \b(x +  )
2     (     
                                                   y2 = 2px .                                               (6)

Обратно, если координаты точки  M(x, y)  удовлетворяют (6), то 

     ( MF( 2 = EQ \F( p;2) eq \b(x –  )
2 + y2 = x2 –  px +  EQ \F( p2;4) +2px = x2 +  px +  EQ \F( p2;4) = EQ \F( p;2) eq \b(x +  )
2 =( MM (( 2
Уравнение  (6)  называется каноническим уравнением параболы.                   

Геометрические свойства параболы. 
1. Все точки параболы принадлежат полуплоскости  x ( 0.

2. Если  M(x, y)( (, т.е. пара  (x, y)  удовлетворяет (6), то этому уравнению удовлетворяет также и пара  (x,– y),  которая  задает  точку симметричную  M  относительно оси Ox. Поэтому   Ox   является осью симметрии параболы. Других симметрий у параболы нет.

3. Координатные оси пересекают параболу только в точке  O,  которая называется вершиной  параболы.

Любая другая прямая, проходящая через  вершину, пересекает параболу еще в одной точке. 

Действительно, любую прямую  l, проходящую  через  O, кроме оси  Oy  можно задать уравнением    y = kx . Для  того, чтобы найти ее общие точки с параболой  (  решаем систему уравнений
             y2 = 2px ,                k2x2 – 2px = 0,               x(k2x – 2p) = 0,
             y = kx .                    y = kx .                          y = kx .
При  k ( 0 получаем два решения – (0, 0)  и  EQ \F(2p; k2) eq \b( ,  EQ \F(2p; k) )
2, а при  k = 0 – только одно – (0, 0). Значение  k = 0 соответствует оси  Ox. 

Аналогично, можно доказать, что любая прямая, параллельная  оси  параболы пересекает ее в одной точке, а любая другая прямая, проходящая через эту точку, кроме касательной, обязательно пересечет параболу еще в одной точке.

Отметим  еще  ряд  интересных  оптических свойств конических сечений. 
Луч света, исходящий из одного фокуса эллипса, после отражения от эллипса, проходит через второй его фокус. Математически  это означает, что ( M((, отрезки  MF1  и  MF2 образуют с касательной к эллипсу в точке  M  равные углы. Луч  света,  исходящий  из одного фокуса  гиперболы, после  отражения от гиперболы, кажется исходящим из второго фокуса. 


Луч света, исходящий из фокуса параболы, после  отражения от параболы, движется параллельно ее оси. И, наоборот, лучи, приходящие из бесконечности параллельно оси  параболы, концентрируются в фокусе. На этом свойстве параболы и основано действие  параболических  рефлекторов, параболических антенн и радаров.
§4.  Касательные к коническим сечениям.

Определение. Пусть  ( – некоторая кривая, P – точка на ней. Выберем  близкую к ней точку  Q((. Прямую  PQ  назовем секущей.  Если при  Q  –( P  стремится занять определенное положение  l,  то прямая  l  называется  касательной к кривой  (  в точке  P.
Математически более точным является следующее определение.

Определение. Пусть  ( – некоторая кривая, P – точка на ней, а  l – некоторая прямая, проходящая через  P. Выберем близкую к  P  точку  Q((.  Обозначим   d =( PQ( , ( – расстояние от  Q  до  l.  Если    EQ \O(lim;\s\do9(Q (P))  EQ \F( ( ;d) = 0, то прямая  l  называется касательной к кривой  (  в точке  P.

Пусть кривая  (  задана уравнением в неявном виде  ((x, y) = 0, а  P(xo, yo)((. В курсе дифференциальной геометрии будет доказано, что вектор градиента функции  (, вычисленный в точке  P   

                                             gradP( = EQ \F(((;(x) eq \b( ,  EQ \F(((;(у))
P
будет вектором нормали касательной к кривой  (  в точке  P, и поэтому уравнение касательной имеет вид:

                                              EQ \F(((;(x)(x – xo) +  EQ \F(((;(у)( y – yo) = 0.

Пусть наша кривая – это эллипс. Его уравнение 

                                                  EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) – 1= 0 .  
Тогда
                                           gradP( = EQ \F( 2xo;a2) eq \b( ,  EQ \F( 2yo;b2) )
 ,

а уравнение касательной в точке  P –                                                                      
 EQ \F( 2xo;a2) (x – xo) +  EQ \F( 2yo;b2) ( y – yo) = 0.
Разделим уравнение на  2  и раскроем скобки: 
                                            EQ \F( xo;a2) x +  EQ \F( yo;b2) y – EQ \F( xo2;a2) eq \b( +  EQ \F( yo2;b2) )
 = 0.
Поскольку  P(xo, yo)((, то выражение в скобках равно 1, и мы окончательно получаем уравнение касательной к эллипсу:  

                                                    EQ \F( xo;a2) x +  EQ \F( yo;b2) y = 1.
Аналогично получаем уравнение касательной к гиперболе, заданной каноническим уравнением (4):

                                                    EQ \F( xo;a2) x –  EQ \F( yo;b2) y = 1.
Упражнение. Пусть парабола задана каноническим уравнением  (6). Докажите, что уравнение касательной к параболе в точке  P(xo, yo)  имеет вид   yoy – p(x + xo) = 0.
§5.  Диаметры конических сечений.

Определение.  Диаметром эллипса или гиперболы называется любая прямая, проходящая через их центр симметрии. Диаметром параболы называется любая прямая, параллельная ее оси. Отрезок, два конца которых лежат на коническом сечении называется хордой. 

Мы  уже знаем, что эллипс является проекцией окружности. Касательные к окружности или эллипсу можно характеризовать, как прямые, имеющие с  кривой только одну общую точку.  Поэтому проекцией    касательной будет  тоже  касательная.  Из
школьной программы вы должны знать, что середины параллельных хорд окружности лежат на диаметре перпендикулярном хордам, при этом, касательная к окружности в конце этого диаметра параллельна хордам. Очевидно, что при проецировании параллельные  отрезки переходят в параллельные отрезки, а середина отрезка – в середину его проекции. Поэтому вышеупомянутые свойства окружности переносятся на эллипс. Более подробно мы будем про это говорить при  изучении раздела «Методы изображений».



Оказывается, теми же свойствами обладают также гипербола и парабола.

Теорема 3. Середины параллельных хорд конического сечения лежат на диаметре. Направление этого диаметра  называется сопряженным к направлению хорд. 

Доказательство. Пусть  ( – эллипс или гипербола. Тогда ее уравнение  можно записать в виде

                                                      (x2 + (y2 – 1 = 0.

Семейство параллельных хорд можно задать уравнениями  y = kx + b, где  k  одинаково для всех хорд. Тогда координаты концов хорд удовлетворяют системе

                                                      (x2 + (y2 – 1 = 0,

                                                      y = kx + b.

                                   (x2 + ((kx + b)2 – 1 = 0       (
                           (( + (k2)x2 + (2(kb)x + ((b2 – 1) = 0.   (*)

Это квадратное уравнение относительно неизвестной координаты  x . По теореме Виета 

                                                        x1+ x2 = –   EQ \F(2(kb;( + (k2)  ,

где   x1  соответствует одному концу хорды, а   x2 – второму. Если  C(xo, yo) – середина хорды, то

                                                       xo =  EQ \F(x1+ x2;2) = –  EQ \F((kb;( + (k2) .

Подставляя это  xo  в уравнение хорды получаем

                                                yo = k(–  EQ \F((kb;( + (k2) ) + b =  EQ \F((b;( + (k2)    (                               

                                                       EQ \F(yo; xo) = –  EQ \F((;(k)   (   yo = –  EQ \F((;(k) xo .

Последнее выражение от  k  не зависит. Значит, середины всех хорд лежат на одной прямой

                                                                 y = –  EQ \F((;(k) x ,

Эта прямая проходит через начало координат, т.е через центр кривой; значит она является диаметром. Ее угловой коэффициент  k(= – (/(k, т.е для эллипса                k(= – b2/a2k,  а для гиперболы –   k(= b2/a2k.

Диаметры, имеющие уравнения  y = kx  и  y = k(x, называются сопряженными. Очевидно, что  свойство  диаметров  быть  сопряженными  взаимно,  поскольку         k = – (/(k(, т.е  k  выражается через  k( по той же формуле, что и  k(  через  k.

Пусть теперь  ( – парабола. Тогда координаты концов параллельных хорд находятся из системы

                                                                y2 – 2px = 0 ,

                                                                y = kx + b.

Выразим из второго уравнения  x  через  y  и подставим в первое уравнение:

                   y2 –  EQ \F(2p;k) y +  EQ \F(2pb;k) = 0      (
                   yo =   EQ \F(y1+ y2;2) =  EQ \F( p ;k) = const.

Значит, все середины хорд лежат на прямой  y = p/k, которая параллельна  оси  Ox.

Теорема 4. Если диаметр пересекает коническое сечение, то касательные в точках пересечения параллельны сопряженному диаметру.

Доказательство. Пусть  Q(xo, yo) – точка пересечения диаметра  y = kx  с эллипсом или гиперболой  (x2 + (y2 – 1 = 0. Уравнение касательной к кривой в точке  Q  будет

                                                      ((xo) x + ((yo) y – 1 = 0.

Отсюда
                                                           y = –  EQ \F((xo;(yo) x +  EQ \F(1;(yo) .

Угловой коэффициент этой прямой  k(= –  EQ \F((xo;(yo) . Т.к. точка  Q(xo, yo)  лежит на диаметре, то  yo= kxo  (  xo /yo= 1/k . Отсюда  k(= – (/(k, т.е. угловой координат касательной такой же, как и у сопряженного диаметра.

§6.  Уравнения конических сечений в полярной                    системе координат.
Пусть  ( – коническое сечение, ( – его эксцентриситет, F – фокус,  FF( – перпендикуляр, опущенный на директрису  (. Выберем полярную СК так, чтобы полярная ось совпадала с лучом  FF(. Обозначим  p=|FF(| – расстояние от фокуса до директрисы.
Пусть  M(r, () – произвольная точка кривой  (,  MM( – перпендикуляр к  (,   MM( – перпендикуляр к полярной оси. Тогда 

                         |FM| =r,       |MM(| = p – r·cos (.                                (() 
Согласно определению  |FM|/|MM(| = (. Подставим в это равенство формулы  (():

                                                    EQ \F(r; p – r·cos () = (.

Для того, чтобы получилось уравнение в явном виде, мы выразим из этого равенства  r:
                              ((p – r·cos () = r      (      (p = r + (r·cos (    (
                                                (   r =  EQ \F((p;1 + (·cos () .                                       (7)
Но данное уравнение получается только в случае, изображённом на первом чертеже, т.е. в случае когда кривая расположена по одну сторону от директрисы.  Значит, оно верно для эллипса и параболы. Также (7)

задаёт ещё одну ветвь гиперболы. Гипербола имеет ещё одну ветвь, расположенную по другую сторону от  (. Если точка  M(r, ()  принадлежит этой ветви, то

    |MM(| = |FM(|–|FF(| = 

                 =r·cos ( – p.
Тогда точно также получим уравнение  

                                                    r =  EQ \F(– (p;1 – (·cos () .

Окончательно получается уравнение гиперболы

                                                    r =  EQ \F(( (p;1 ( (·cos () .                                          (7()
§7.  Общее уравнение кривой второго порядка.               Центр кривой.
Определение. Кривой второго порядка называется геометрическое место точек, координаты которых удовлетворяют уравнению 
                             а11х2 + 2а12 ху + а22 у2 + 2а1х + 2а2у + с = 0,                   (8)

в котором хотя бы один из коэффициентов  а11, а12, а22  отличен от нуля. Выражение 

                                           а11х2 + 2а12ху + а22 у2 
называется квадратичной часть уравнения, 2а1х + 2а2у  – линейной частью, а  с – свободным членом.

Если мы перейдем к новой СК  Ox(y(, то формулы замены координат будут иметь вид

                                     x = (x( + (y( + b1,

                                     y =  (x( + (y( + b2.

Если мы подставим эти выражения в (8), то снова получим уравнение такого же вида, т.е. содержащее  x(  и  y(  во второй степени. Поэтому наше определение корректно, т.е не зависит от выбора СК. В дальнейшем, СК всегда предполагается декартовой.

Определение. Точка  O(  называется центром кривой второго порядка, если она является ее центром симметрии. Кривая, которая имеет центр, называется центральной. 

Предположим, что СК выбрана так, что ее начало находится в центре кривой. Тогда одновременно с точкой  M(x, y)  кривой будет принадлежать и точка  M((– x,– y). Подставим ее координаты в  (7)  и получим

                              а11х2 + 2а12 ху + а22у2 – 2а1х – 2а2у + с = 0.                 (8()

Вычтем из равенства (8)  равенство  (8():

                                                4(а1х + а2 у) = 0.

И это должно выполняться для любой точки  M(x, y) на кривой. Поэтому а1 = а2 = 0, если начало координат находится в центре. Поэтому, если изначально начало координат не находится в центре  O(, то мы совершим параллельный перенос координатных осей в центр, и уравнение кривой в новой СК O(х(у(  примет вид

                                 а11х(2 + 2а12 х(у( + а22у(2 + с( = 0,                             (9)
т.е. линейная часть уравнения исчезнет. При этом, коэффициенты квадратичной части останутся прежними; это будет установлено в процессе доказательства следующей теоремы.

Теорема 5. Координаты  (xo, yo)  центра кривой, заданной уравнением  (8), находятся  из системы линейных уравнений
                                             а11хo + а12 уo + а1 = 0,  
                                             а12 хo + а22 уo + а2 = 0.

Доказательство. Введем новую декартову СК  O(х(у(, которая получается из  Oху переносом начала в центр  O((xo, yo)  кривой. Тогда формулы замены координат имеют вид:

                                            x = x( + хo,

                                            y = y( + уo.

Подставим эти формулы в (7):

а11(x(+ хo)2 + 2а12 (x(+ хo)( y(+ yo) + а22(y(+ yo)2 +
                                                        + 2а1(x(+ хo) + 2а2(y(+ yo) + с = 0.

После преобразований получаем
а11(x()2 + 2а12 x(y(+ а22(y()2 + 2(а11хo+ а12 уo+ а1)x(+
                                                         + 2(а12хo+ а22 уo+ а2)y(+ с(= 0,

где  с( = ((xo, yo) – значение левой части уравнения  (7)  в точке  O(. Поскольку в новой СК коэффициенты при  x(  и  y(  должны быть равны нулю, то получаем  (10).

Заметим, что уравнение кривой в новой СК можно выписать, не совершая подстановки  (11)  и преобразований: коэффициенты квадратичной части не изменяются, надо только вычислить  с(.

Обозначим   A =                   – матрица квадратичной части уравнения  (8) (она же является матрицей системы линейных уравнений  (10)),   

                      ( = det A,      (x = –              ,  (y = –                .
1 случай.  ( ( 0. Тогда по правилу Крамера система  (10)  имеет единственное решение            

                                             xo= (x/(,      yo= (y /(,   (*) 

а кривая имеет единственный центр. Минусы были поставлены выше потому, что  а1  и  а2 находятся в  (10) не в правой части, а в левой.

2 случай.  ( = 0, (x( 0  и  (y( 0 (заметим, что в случае  ( = 0, определители  (x  и (y  будут равны или неравны нулю только одновременно). Тогда ранг расширенной матрицы системы  (10)  будет равен  2, а  rank A=1. Значит, согласно теореме Кронекера-Капелли система  (10)  не имеет решений, а кривая не имеет центра.                                                                                                     

3 случай.  ( = 0, (x = (y = 0. Тогда оба уравнения в  (10)  пропорциональны, а значит, эта система имеет бесконечное количество решений, а кривая – бесконечное количество центров.

Упростим еще величину  с(: 

     с( = ((xo, yo) = а11хo2 + 2а12 х oуo + а22 уo2 + 2а1хo + 2а2 уo + с = 
                      = (а11хo + а12 уo + а1) хo+ (а12 хo + а22 уo + а2)уo + а12 хo + а22 уo + с.

В силу  (9)  выражения в скобках равны нулю, и мы имеем 

                                           с( = а1 хo + а2 уo + с.                                         (12)

Подставляя сюда  (*)  получаем

                          с( = а1  EQ \F((x;() + а2  EQ \F((y;() + с =  EQ \F( 1 ;()(а1(x + а2 (y  + с) =  EQ \F( ( ;() ,              (13) 
где
                                                           а11    а12    а1   
                                                   ( =   а12    а22    а2   .
                                                            а1     а2      с
В скобках как раз стоит разложение  (  по последней строке или последнему столбцу. Равенство  (13)  позволяет выписать  (9)  не находя координат центра кривой. Но, если уже центр найден, то легче вычислить  с(  по формулам  (12).

§8.  Классификация центральных кривых                           второго порядка (случай  ( ( 0).
Попробуем дальше упростить уравнение (9). Выберем новую     декартову  СК  O(x(y(,  которая    получается из  O(x(y(  поворотом  координатных осей  на некоторый угол  ( . Тогда формулы замены   координат имеют вид:

           x( = x(·cos ( – y(·sin (,        

           y( = x(·sin ( + y(·cos (.

Подставим эти формулы в  (9):

    а11(x(·cos ( – y(·sin ()2 + 2а12(x(·cos ( – y(·sin ()(x(·sin ( + y(·cos () + 

                                                           + а22(x(·sin ( + y(·cos ()2 + с( = 0,              

Раскроем скобки и приведем подобные при одинаковых координатах. Тогда коэффициент  x(y(  будет равен

                          – а12sin2( + (а22 – а11)sin (·cos ( + а12cos2(
Приравняем это выражение к нулю, и получившееся уравнение разделим на  – cos2( : 

                                   а12 tg2( + (а11 – а22) tg ( + а12 = 0.                         (15)

Это квадратное уравнение относительно неизвестного  tg (, его дискриминант

                                            D = (а11 – а22)2 + а12 ( 0.

Значит, (14) всегда имеет решение, т.е всегда существует такой угол  (, что  в новой СК мы получим уравнение кривой без слагаемого, содержащего  x(y(. В результате наше уравнение будет иметь вид

                                      (1(x()2 + (2(y()2 +  EQ \F( ( ;() = 0.                                  (16)

Примем пока без доказательства, что коэффициенты  (1  и  (2  являются корнями уравнения

                                                                           = 0 ;     

в развернутом виде:

                                                   (2– s( + ( = 0,                                           (17) 
где  s = trace A = а11 – а22   – след матрицы  A. Оно называется характеристическим уравнением кривой второго порядка. Согласно теореме Виета получаем
                                               (1+ (2 = s , (1·(2 = (.

Относительно новой СК  O(x(y( получаем
                                                                                                                            

             A( =               ,   ((= det A(= (1·(2 = (,    s(= trace A( = (1+( 2 = s, 

                                           (1  0     0
                                  (( =  0    (2   0    = (1·(2· ((/() = ( .                                                                                                                                                                          

                                           0    0  (/(
Таким образом, ((= ( ,  s(= s,  (( = ( , т.е. величины   ( ,  s, (  не изменяются при переходе к новой декартовой СК. Поэтому они называются инвариантами кривой второго порядка.

1 случай: ( ( 0. Если опустить штрихи, то уравнение  (16)  можно переписать в виде 
                                              EQ \F( x2;–(/(1() +  EQ \F( y2; –(/(2() = 1.                                  (18)
Обозначим  a2 = |(/(1(|, b2 = |(/(2(|.
а)  ( > 0,  s( < 0.  Тогда   (1·(2> 0 ,  т.е. (1  и  ( 2  одного знака, и  ((1+ ( 2)·( < 0, т.е. знак  (  противоположен знаку  (1 и ( 2. Поэтому оба знаменателя в  (17)  положительны, и уравнение  (15)  задает эллипс:
                                                       EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = 1 .                                   
б)  ( > 0, s( > 0. Тогда оба знаменателя в  (18)  отрицательны, и уравнение имеет вид

                                                        EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = –1 .

Говорят, что оно задает мнимый эллипс. На действительной плоскости это пустое множество.

в)  ( < 0, ( ( 0. Тогда  (1 и  ( 2 имеют разные знаки, и поэтому знаменатели в (17) имеют разные знаки. Получаем уравнение
                                     EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) = 1    или     EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) = –1.

В любом случае получается уравнение гиперболы.

2 случай:  ( = 0. В этом случае уравнение  (15)  принимает вид (штрихи опускаем):

               (1x2 + ( 2y2  = 0.              (19)

Обозначим  a2 =((1(, b2 =((2(. 

а) ( < 0. Тогда  (1 и  ( 2 разного знака и  (18)  можно переписать в виде  

               a2x2 – b2 y2  = 0   (
      (   (ax – b y)·(ax + b y) = 0.    

Этому уравнению удовлетворяют точки, для которых  ax – by = 0   и точки для которых  ax + by = 0 .  Поэтому оно определяет пару  прямых,  очевидно,  пересекающихся  в центре  O( и симметричных относительно координатных осей.

б)  ( > 0. Тогда  (1 и  ( 2 имеют одинаковые знаки и  (19)  можно переписать в виде 

                          a2x2+b2y2 = 0       (    (ax – i b y)·(ax + i b y) = 0.  
(i – мнимая единица). Говорят, что это уравнение задает пару мнимых пересекающихся прямых. Но пересекаются они в действительной точке  O( – центре кривой. 
В случае  ( = ( = 0  кривая тоже имеет центр (бесконечное количество центров), но этот случай мы рассмотрим в следующем параграфе.
§9.  Классификация нецентральных кривых                         второго порядка (случай  ( = 0).
Пусть теперь  ( = 0. Тогда мы не можем использовать процедуру нахождения центра, и сразу совершаем поворот координатных осей на угол, тангенс которого находится из уравнения  (14). Получим новую декартову СК с тем же началом  Ox(y(. Формулы замены координат имеют вид

                                             x = x((cos ( – y((sin (,        

                                             y = x((sin ( + y((cos (.

Здесь на один штрих с каждой стороны меньше, чем в  (14), поскольку это первая замена координат. В этой СК уравнение кривой не будет включать слагаемое, содержащее произведение   x(y(:

                         (1x(2 + ( 2 y(2 + 2b1х( + 2b2 у( + с = 0,                         (20)

Заметим, что коэффициент   с  останется прежним, а непосредственное вычисление показывает, что

                       b1= a1(cos ( + a2(sin (,        b2 = a1(sin ( + a2(cos (.
Числа  (1 и  ( 2  можно найти из уравнения  (17). Так как  ( = (1·(2 = 0, то один из корней будет равен нулю. Пусть это будет  (1. Имеем уравнение
                                        ( 2 y(2 + 2b1х( + 2b2 у( + с = 0.                               (21)

Для этого уравнения
                                                       0    0     b1   
                                               ( =   0     (2    b2   = – (2b12.
                                                       b1   b2    с
1 случай: ( = 0  (   b1= 0. Уравнение имеет вид  ( 2 y(2 + 2b2 у( + с = 0. Выделим полный квадрат:

         ( 2( y( 2 +  EQ \F(2b1;( 2) у( +  EQ \F(b12;( 22 ) ) –  EQ \F(b12;(2 )  + с = 0    (     ( 2( y( +  EQ \F(b1;( 2) )2 –  EQ \F(b12;( 2)  + с = 0 .

Обозначим   с(= (b12 ( ( 2 с) /( 2  , a2 =( с((  и сделаем замену координат: 

                                                  x(= x( ,

                                                  y(= y( +  EQ \F(b1;( 2) ,
которая равносильна переносу начала координат в точку  O((0,– b1/(2)Ox(y( (подчеркнем, что координаты указаны в промежуточной СК  Ox(y(). Получим уравнение 
(y()2 = a2.
а)  с( > 0   (  (y()2 = a2, т.е.  y( = a   или   y( = – a . Наша кривая – это пара параллельных прямых.

б)  с( > 0   (  (y()2 = – a2, т.е.  y( = i a   или   y( = – i a . Говорят, что наше уравнение задает пару мнимых параллельных прямых.

в)  с( = 0  (  (y()2 = 0. Говорят, что это уравнение задает пару совпадающих прямых.

2 случай: ( ( 0  (  b1( 0. Так же, как и в предыдущем случае, выделяем в  (21)  полный квадрат по  y: 

                                     ( 2EQ \F(b1;( 2) eq \b(y( +  )
2 –  EQ \F(b12;( 2)  + 2b1х( + с = 0 ,

а затем преобразуем так:

                                   ( 2EQ \F(b1;( 2) eq \b(y( +  )
2 + 2b1EQ \F(b12 ( ( 2 с ;2b1( 2) eq \b(х( – )
 = 0 .

Обозначим  c( =  EQ \F(b12 ( ( 2 с ;2b1( 2)  и сделаем замену координат:

                                                x(= х( – c( ,

                                                y(= y( +  EQ \F(b1;( 2) ,

которая равносильна переносу начала координат в точку  O(EQ \F(b1;( 2) eq \b(c(,–  )
Ox(y(. Получим уравнение
                                   ( 2(y()2 + 2b1х( = 0    (     (y()2 =  2pх(,

где  p = – 2b1/( 2 . Это уравнение задает параболу.

Итак, мы установили, что общее уравнение кривой второго порядка  (8)  задает одну из следующих кривых второго порядка (sign x  означает знак числа  x).
	sign (
	sign s·(
	Кривая и ее каноническое уравнение
	Кол-во центров

	+
	–
	Эллипс                              EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = 1
	1

	+
	+
	Мнимый эллипс               EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) =  –1   
	

	–
	(
	Гипербола                          EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) = 1
	

	–
	0
	Пара пересекающихся

прямых
	a2x2 – b2 y2  = 0       
	

	+
	0
	Пара мнимых пересекающихся прямых
	a2x2 + b2 y2  = 0       
	

	0
	(
	Парабола                           y2 =  2pх,
	0

	0
	0
	Пара параллельных прямых    x2 = a2
Пара мнимых параллельных

прямых                                       x2 = – a2
Пара совпадающих прямых     x2 = 0
	(


§10. Примеры решения задач.
1. Составить уравнение кривой, каждая точка которой расположена вдвое дальше от точки  F(3, 3), чем от оси  Ox. Определить тип кривой и изобразить ее в декартовой системе координат.
Решение. Пусть  M(x, y) – произвольная точка кривой, MM(  – перпендикуляр, опущенный на  O. Тогда расстояние от  M  до  Ox  равно  |MM(|=|y| (см. чертеж в конце решения), а  |MF|= EQ \R((x – 3)2 + (y – 2)2) . По условию выполняется

                               EQ \R((x – 3)2 + (y – 3)2) = 2|y| .

Возведение в квадрат, вообще говоря, не является равносильным переходом; но в данном случае обе части равенства неотрицательны. Поэтому, без всяких дополнительных ограничений возводим в квадрат:

                                 (x – 3)2 + (y – 3)2 = 4y2.

Мы раскроем только вторую скобку, и после приведения подобных вновь соберем полный квадрат:

                            (x – 3)2 + y2 – 6y + 9 – 4y2= 0,
                                (x – 3)2 –3y2 – 6y + 9 = 0,

                             (x – 3)2 –3(y2 + 2y + 1 – 4) = 0,

                                 (x – 3)2  – 3(y + 1)2 = –12.
Делаем замену координат

                                           x(= x – 3, 
                                           y(= y + 1.
Она означает перенос начала координат в точку  O((3,–1). Получившееся уравнение делим на  –12:

               EQ \F( x(2;12) –  EQ \F( y(2;4) = –1.

Это уравнение задает гиперболу с полуосями  a=2 EQ \R(3) ( 3,4 , b=2. Центр гиперболы находится в точке  O((3,–1). Подробное описание построения приводится в решении задачи  2а).
2.  С помощью переноса начала координат и поворота координатных осей привести уравнение кривой второго порядка к каноническому виду. Определить тип кривой и изобразить её в исходной системе координат:
а)  25х2 – 14ху + 25у2 + 64х – 64у – 224 = 0.

Решение. Общее уравнение кривой второго порядка на плоскости имеет вид:

                       а11х2 + 2а12ху + а22у2 + 2а1х + 2а2у + с = 0.                  (8)

Если

( = 
[image: image30.wmf]

 EQ \O(а12 а22;\s\up12(а11 а12)) 
[image: image31.wmf]( 0,

то кривая имеет центр О((хo, уo), координаты которого можно найти из системы линейных уравнений:      
                                               a11xo + a12yo + a1 = 0,                                    (10)
                                               a12xo + a22yo + a2 = 0.

 Если мы совершим параллельный перенос начала координат в точку О', то уравнение кривой примет вид:

                                      а11х' 2 + 2а12 х' у' + а22 у' 2 + с' = 0,                           (9)

где

                                               с' = а1хo+ а2уo+ с.                                         (12)

      Вычисляем:

( =    EQ \O(–7  25;\s\up12(25  –7))  = 576 ( 0,

    Значит, кривая имеет центр. Найдем координаты центра  (хo, yo)  из системы уравнений (10): 

                        25хo – 7уo+ 32 = 0,        (             25хo – 7уo = –32,

                       –7хo+ 25уo– 32= 0.                          –7хo+ 25уo= 32.

     Для решения применим правило Крамера: xo=  EQ \F((x; () , уo =  EQ \F((y; () , где  (x  получается заменой первого столбца в  (  на столбец свободных членов, а  (y  – второго столбца:

                       (x =   EQ \O( 32  25;\s\up10(–32 –7))  = 32·   EQ \O(  1  25;\s\up10(–1 –7))  = 32·(–18) = –576.

                          (y =   EQ \O(–7  32;\s\up10(25 –32)) 
[image: image32.wmf]= 32·   EQ \O(–7   1;\s\up10(25 –1))  = 32·18 = 576.

xo=  EQ \F(–576;576) = –1,    yo=  EQ \F(576;576) = 1. 

Значит, центр кривой находится в точке  О'(–1, 1). Совершим перенос начала координат в точку  О'  и получаем новую декартову систему координат О(х(у(. Формулы замены координат имеют вид:

x = x' + 1,
у = у' – 1.
Однако делать эту подстановку в исходное уравнение кривой не следует; мы заранее из теории знаем, что получится в результате этой подстановки:  уравнение примет вид (9) (то есть линейная часть уравнения исчезнет, а коэффициенты квадратичной части не изменятся), где с'  находится  по формуле (12):

с' = 32·(–1) – 32·1 – 224 = –288.

Уравнение данной кривой второго порядка в новой системе координат:

                                         25х(2 – 14х(у( + 25у(2 = 288.                                 (9()

Далее совершаем поворот координатных осей на угол  (, тангенс которого находится по формуле:   

                                    а12tg2( + (а11 – а22) ·tg( – а12 = 0,                             (15)

–7tg2( +(25 – 25)tg( + 7= 0,

tg2( = 1  
[image: image33.wmf]Þ

  tg (1= 1    или     tg (2 = –1.

Можем выбрать любое из них. Но, как правило, выбираем такое  (, для которого  tg ( > 0. Имеем:  ( =  EQ \F( π ;4) ,  sin ( = cos ( = R(;2) EQ \F(;2)
 .

      Получим новую систему координат О' х''у''. Формулы замены координат имеют вид: 
                                             х( = х(соs ( – y(sin ( ,           

                                             y( = х(sin ( + y(cos ( .
В нашем случае:

х' = EQ \R(;2) EQ \F(;2)
 (х'' – y''),

 y' = EQ \R(;2) EQ \F(;2)
 (х'' + y'').

  Подставим эту замену в (9(): 
 EQ \F( 1 ;2) [25(х(– y()2 –14(х(– y()·(х(+ y() + 25(х( + y()2 ] = 288


[image: image34.wmf]

 EQ \F( 1 ;2) [25х(2 – 50х(y(+25 y(2 – 14х(+14 y( + 25х(2 + 50х(y(+ 25 y(2] = 288.

Слагаемые, содержащие произведение  х'' y'' обязательно должны сократиться. Если это не происходит, то следует искать ошибку выше. 
                          EQ \F( 1 ;2) [36х'' 2 + 64y'' 2] = 288, 
[image: image35.wmf]9х'' 2 + 16y'' 2 = 144,

 EQ \F(х'' 2;16) +  EQ \F(y'' 2;9) = 1.
 Это уравнение задает эллипс с полуосями   а = 4, b = 3. Строим эллипс.

Для этого сначала строим исходную систему координат Oxy, затем в этой системе находим точку  О(  и строим промежуточную систему координат  О(x(y(, которая получается из  Oxy  переносом начала в точку  О'. Затем поворачиваем координатные оси на выбранный нами ранее угол  (  и получаем окончательную систему координат  О(x(y(. Именно на осях этой системы координат мы и откладываем полуоси эллипса.
В нашем случае  ( = 45о, и поэтому повернутые оси легко построить. В более общем случае, если мы нашли, что  tg ( = a/b , мы этот угол очень легко можем построить на клетчатой бумаге: по оси О'x' мы откладываем отрезок равный   b, а по оси  О'y' – отрезок равный  а. Например, на данном рисунке построен угол, у которого  tg ( = 3/4 .                       


б)   7x2+16xy(23y2(14x(16y(218=0.
Решение.
    (= EQ \O( 8  –23;\s\up10(7    8))
[image: image36.wmf]=(161(64=(225≠0.

Значит, ищем координаты центра:

                    7xo+ 8yo(7=0,                       7xo+8yo=7,

                   8xo(23yo(8=0,                       xo(23yo=8.                 

По правилу Крамера:

                         (x= EQ \O( 8  –23;\s\up10(7    8))
[image: image37.wmf]=(161(64=(225≠0, (y=  EQ \O(8   8;\s\up10(7   7))
[image: image38.wmf]=0.

                             xo=  EQ \F((x;() = (1, yo=  EQ \F((y;() =0.

Значит центр кривой находится в точке O'(1, 0). Совершаем перенос начала координат в точку  О'  и получаем новую декартову систему координат O' х' у'. Формулы замены координат:

                                         x = x( +1,

                                               y = y(
Находим  c( = (7xo(8yo+c = (7(218 = (225. Значит в новой системе координат уравнение кривой примет вид:
                                      7x( 2 + 16x(y( ( 23y( 2 (225 = 0.                        (*)
Совершаем поворот координатных осей на угол  ( , тангенс которого находим из уравнения (5): 
8tg2( +30tg( (8=0,
4tg2( +15tg( (4=0,
D =225+64=289,
  tg(1=  EQ \F((15+17; 8) =  EQ \F(1;4), tg(2=  EQ \F((15(17; 8) = (4.

Выбираем положительный тангенс: tg( =  EQ \F( 1 ;4) . Находим  sin( = R(17) EQ \F(1; )
 , cos( = R(17) EQ \F(4; )
 . В уравнении  (*)  делаем замену:

R(17)( EQ \b\lc\{( \a\al( x'=)
(4x"-y"); y'=R(17) EQ \F(1; )
(x"+4y")))
   \R(17)1;  EQ \b\lc\{( \a\al( x'= )
 (4x"(y"),; y'=  \R(17) EQ \F(1; )
 (x"+4y").))

 EQ \F(1;17)[7(4x"(y")2+16(4x"(y")(x"+4y")(23(x"+4y")2]=225,

    EQ \F(1;17)[112 x"2(56 x"y"+7y"2+64 x"2+240 x"y"(64y"2–

                                                                   (23x"2(184x"y"(368y"2]=225
     При приведении подобных, слагаемые содержащие произведения  x"y" должны сократиться. Если этого не происходит, следует искать ошибку выше.

 EQ \F(1;17)[153 x"2(425y"2]=225,
9x"2(25y"2=225,
 EQ \F(x"2;25) (  EQ \F(y"2;9) =1.
Получилось уравнение гиперболы с полуосями  a = 5, b = 3.


[image: image39.png]S~




                

               Описание построения:

1) О((1, 0) ( новое начало координат, О(x(||Оx, О(y(||Оy ( вспомогательные оси;

2) совершаем поворот координатных осей, зная что tg α = 1/4 ; получаем новые координатные оси  О(х" и  О(y" (способ построения см. в конце решения задачи  2а)).
3) в новой системе координат О(х"y" строим фундаментальный прямоугольник:  a = 5, b = 3 ;

4) проводим диагонали фундаментального прямоугольника, они будут являться асимптотами гиперболы;

5) строим гиперболу: она стремится к асимптотам, касаясь фундаментального  прямоугольника.
в)   9x2 ( 24xy + 16y2 ( 20x + 110 y ( 50 = 0.
                                        ( =    EQ \O((12   16;\s\up12( 9   (12))   = 0

В данном случае не можем применить процедуру нахождения центра и сразу поворачиваем координатные оси:

(12 tg2((7tg(+12 =0,

D=49+576=625,

tg (1 =  EQ \F(7 ( 25;(24) =  EQ \F( 3 ;4) , tg (2 =  EQ \F(7 + 25;(24) = –  EQ \F( 4 ; 3) .

sin(=  EQ \F(3; 5 ) ; cos(=  EQ \F( 4 ;5) .

 1 ;5) EQ \b\lc\{( \a\al(x =   (4x( – 3y(),;y =   EQ \F( 1 ;5) (3x( + 4y().))

Поскольку это первая замена координат, то вид формул отличается от (6) количеством штрихов. Подставляем в первоначальное уравнение:

 EQ \F(1;25) [9(4x( ( 3y()2 ( 24(4x( ( 3y()(3x( + 4y() + 16(3x( + 4y()2] – 

                                                                                                      (  EQ \F(20;5) (4x( ( 3y() +  EQ \F(110;5)(3x( + 4y() ( 50 = 0,

 EQ \F(1;25) [144 x( 2 (216 x(y' +81y( 2(288 x(2 (168 x(y( +288 y( 2+ 144 x(2 +384x(y( +296y( 2] (
 – 16 x( + 12 y( + 66 x( + 88 y((50 = 0 .

Слагаемые с  x(y( должны сократиться. Кроме того, если  ( = 0, то одна из переменных в квадрате сокращается полностью:

25 y( 2 + 50 x( + 100y( (50 = 0,   (    y( 2 + 2x( + 4y( ( 2 = 0 .  (*)

Выделяем полный квадрат:

(y(2 + 4y( + 4) ( 4 + 2x( ( 2 = 0,

(y' + 2)2 + 2(x' – 3) = 0.

Делаем замену координат:

 EQ \b\lc\{( \a\al(x" = x(– 3,;y" = y(+ 2.))
Она равносильна переносу начала координат в точку  O((3,(2)О(x(y(. Подчеркнем, что это координаты относительно второй системы координат  О(x(y(.
  y"2=–2x" –парабола.

Ее параметр  p = 1, а ось параболы – О(x". 

      Описание построения:
1. совершаем поворот координатных осей, зная что tg α = 3/4 ;

2. новое начало координат О((3,–2) в системе координат Оx(y( ;

3. координатные оси  О(x" и О(y".
4. для построения параболы любым способом находим дополнительную    точку;  например, подставим в уравнение  (*)  y(= 0, тогда  x( = 1. Т.е. А(1, 0)О(x(y( ( дополнительная точка (в системе  Оx(y(). 

ГЛАВА 4. ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

§1. Цилиндрические поверхности.

Определение. Линейчатой называется поверхность, через каждую точку которой проходит хотя бы одна прямая, принадлежащая поверхности.

Определение. Цилиндрической называется поверхность, которую образует множество параллельных прямых (образующих), проходящих через каждую точку некоторой кривой (направляющей).

Пусть  ( – цилиндрическая поверхность. Выберем декартову СК так, чтобы ось  Oz  была параллельна 

образующим. Если, при этом,  направляющая  ((  не лежит в плоскости Oxy, то мы ее спроецируем в эту плоскость, и получим некоторую кривую  (. Если теперь мы возьмем  (  в качестве направляющей, то получим ту же поверхность  (. Поэтому будем с самого начала считать, что направляющей служит кривая  (, лежащая в плоскости  Oxy. Пусть   

                                                  ((x, y) = 0    –                                             (1)

ее уравнение в плоскости  Oxy  (в пространстве она задается системой из двух уравнений: ((x, y) = 0 и  z = 0). Пусть  M(x, y, z) – произвольная точка поверхности  (. Тогда ее проекция на плоскость  Oxy  будет точка  Mo(x, y, 0); и эта точка должна принадлежать кривой (. Поэтому ее координаты удовлетворяют  (1). Но тогда этому уравнению будут удовлетворять и координаты точки  Mo: ведь координаты   x  и   y  у этих точек одинаковы, а  z  в уравнение не входит.

Обратно, пусть координаты точки  M(x, y, z)  удовлетворяют  (1). Тогда этому же уравнению удовлетворяют и координаты точки  Mo(x, y, 0), а т.к.  Mo(Oxy, то  Mo((. При этом,  M  и  Mo  лежат на одной прямой, параллельной оси  Oz  (  M((.

Итак, мы установили, что  (1)  и есть уравнение поверхности  (, т.е. уравнение цилиндрической поверхности совпадает с уравнением ее направляющей кривой  (  в плоскости  Oxy, если образующие параллельны оси  Oz. Аналогично, если образующие параллельны  Oy, то уравнение цилиндрической поверхности совпадает с уравнением направляющей кривой в плоскости  Oxz. 

И обратно, если  в  уравнении  поверхности отсутствует, например, координата   x, то сразу можем сделать вывод, что эта поверхность  цилиндрическая,  а  ее  образующие параллельны  Ox.

Пример. Пусть поверхность задана уравнением  y2 = 2z . Тогда это цилиндрическая поверхность, ее  образующие  параллельны  Ox,  а направляющей служит парабола

                         y2 = 2z ,

                         x = 0 .

Такая поверхность называется «параболический цилиндр».
Поскольку уравнение цилиндрической поверхности совпадает 
с уравнением направляющей кривой,  то  список  цилиндрических поверхностей второго порядка совпадает со списком их направляющих кривых второго порядка.
	1. Эллиптический цилиндр
	 EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = 1 

	2. Мнимый эллиптический цилиндр ( ( )     
	 EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = –1 

	3. Гиперболический цилиндр
	 EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) = 1 

	4. Параболический цилиндр
	y2 =  2pх

	5. Пара пересекающихся плоскостей 
	a2x2 – b2 y2  = 0       

	6. Пара мнимых плоскостей, которые   

    пересекаются по действительной прямой
	a2x2 + b2 y2  = 0       

	7. Пара параллельных плоскостей
	 x2 = a2

	8. Пара совпадающих плоскостей
	 x2 = 0

	9. Пара мнимых параллельных плоскостей ( ( )     
	x2 = – a2


Упражнение. Самостоятельно определите, какая поверхность изображена на каждом из следующих рисунков.




§2. Конические поверхности.

Определение. Конической называется поверхность, которую образует множество  всех  прямых (образующих), проходящих через каждую точку некоторой кривой (направляющей), и через некоторую точку  O  (вершину).
 

Выберем  декартову  СК  так, чтобы начало координат совпадало с вершиной конической поверхности  (. Пусть  F(x, y, z) = 0  – уравнение поверхности  (  в этой СК. Поскольку мы рассматриваем только поверхности второго порядка, то  F – многочлен второй степени от 3 переменных. Тогда  функция  двух  переменных  

         ((x, y) = F(x, y, c)  
будет также многочленом второй степени для любого  c(R, а система

                                                 ((x, y) = 0,

                                                   z = c
будет задавать сечение поверхности  (  плоскостью z = c. Получающуюся в сечении кривую  (  выберем в качестве
направляющей. Т.к. ((x, y)  – многочлен 2 степени, то  ( – кривая 2 порядка. Если  ( – центральная, то можем считать, что ось  Oz  проходит через ее центр.

Предположим сначала, что направляющая – эллипс
                                         (:     EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) – 1 = 0,        (*)                                          

                                                 z = c
Пусть  M(x1, y1, z1) – произвольная точка поверхности  (. Тогда вся прямая  OM должна лежать на поверхности. Ее параметрическое уравнение:

                                                         x = x1t,

                                             OM:     y = y1t, 

                                                         z = z1t.

Пусть она пересекает направляющую  (  в точке  Mo(xo, yo, c). Тогда ее координаты должны удовлетворять уравнению прямой  OM:   
                                       xo = x1t,                     xo = x1c/z1,

                                       yo = y1t,     (            yo = y1c/z1,

                                       c = z1.                       t = c/z1.

А теперь подставим найденные выражения в уравнение эллипса:

                                            EQ \F((x1c/z1)2;a2) +  EQ \F((y1c/z1)2;b2) – 1 = 0.

Домножим это уравнение на  z1/c, и получим

                                                   EQ \F( x12;a2) +  EQ \F( y12;b2) –  EQ \F( z12;c2) = 0.                                       (2)

Обратно, пусть координаты точки  M(x1, y1, z1)  удовлетворяют уравнению  (2). Тогда этому уравнению удовлетворяют и координаты любой точки на прямой  OM:   
                          EQ \F((x1t)2;a2) +  EQ \F((y1t)2;b2) –  EQ \F((z1t)2;c2) = t 2( EQ \F( x12;a2) +  EQ \F( y12;b2) –  EQ \F( z12;c2)) = t 2·0 = 0, 
а подставив в (2)  z = c, получим уравнение эллипса  (*). Значит, (2) и есть уравнение конической поверхности. Опуская индексы, окончательно получаем каноническое уравнение конуса.
                                EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) –  EQ \F( z2;c2) = 0.

Аналогично, если  направляющая кривая – это гипербола
             EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) – 1 = 0,

            z = c ,

получим уравнение конической поверхности
                                EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) –  EQ \F( z2;c2) = 0   (  –  EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) +  EQ \F( z2;c2) = 0.

Это такой же «эллиптический» конус, только ось его будет не  Oz, а  Oz(.
Пусть теперь направляющая  (  – это парабола
                   x2 = 2py,

                   z = c .

Тогда тем же способом получим уравнение
                   x2 =   EQ \F(2p;c) yz.     (**)

Повернем СК на  45о вокруг оси  Ox. Тогда формулы замены координат имеют вид

                 x = x(,

                 y =  EQ \R(2) EQ \F(;2)
 (y(+ z(), 

                 z =  EQ \R(2) EQ \F(;2)
 (– y(+ z().

Подставим эти формулы в (**), и обозначив  a2 = p/c, получим
x2 = a2(– y( 2 + z( 2)    (     EQ \F( x2;a2) + y( 2 – z( 2 = 0.

Таким образом, уравнение  (**)  тоже определяет конус, ось которого является биссектрисой угла  yOz. При этом,  оси  Oy  и  Oz  принадлежат конусу. Поэтому плоскость, в которой лежит направляющая  (, параллельна образующей.

Мы уже говорили в предыдущей главе, что эллипс, гипербола и  парабола – это конические сечения.  Теперь  мы  в этом убедились.

Если направляющей служит пара прямых, то коническая поверхность представляет собой   пару  плоскостей, обязательно пересекающихся или совпадающих, т.к. обе плоскости должны проходить через начало координат. Эти поверхности относятся также к цилиндрическим и они были рассмотрены в предыдущем параграфе. 

Итак, мы установили, что существуют 4 типа конических поверхностей:

1. Конус       EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) –  EQ \F( z2;c2) = 0.                                                                        

2. Пара пересекающихся плоскостей    a2x2 – b2 y2  = 0 .

3. Пара мнимых пересекающихся плоскостей    a2x2 + b2 y2  = 0 .

4. Пара совпадающих плоскостей   x2 = 0.
§3. Поверхность вращения.

Пусть некоторая кривая  (   расположена в плоскости  Oyz. Будем вращать ее вокруг оси  Oz.  Получим некоторую поверхность   (, которая  называется поверхностью вращения. Каждая точка кривой  (  описывает окружность – параллель, центр которой лежит на оси  Oz. 

Пусть  

                      ((y, z) = 0  –          (3)

уравнение кривой  (  в плоскости Oyz. Тогда в пространстве она задается системой

                        ((y, z) = 0,

                         x = 0.

Пусть M(x, y, z) – произвольная точка поверхности  (. Тогда она лежит на одной из таких параллелей  l  и может быть получена поворотом точки Mo(0, yo, zo) = ( ( l. Очевидно, что  zo= z  (*), и центр  O( параллели   l  имеет координаты  O((0, 0, z). Кроме того, (O(M( =(O(Mo( . В координатах это условие имеет вид  

                                                   yo=  EQ \R(x2 + y2) .                                          (**)

Координаты точки  Mo  должны удовлетворять уравнению  (3):  ((yo, zo) = 0. Подставляя сюда  (*)  и  (**) получаем

                                               (( EQ \R(x2 + y2), z) = 0.                                          (4)

Обратно, пусть координаты точки  M(x, y, z)  удовлетворяют  (4). Тогда, если выполнено (*)  и  (**), то этому уравнению будут удовлетворять координаты точки  Mo(0, yo, zo), а значит  Mo((. Кроме того, в силу  (*)  и  (**)  точка  Mo  лежит на одной параллели с  M, а значит  M  может быть получена поворотом точки  Mo  вокруг оси  Oz (  M((. 

Итак, мы доказали, что  (4)  есть уравнение поверхности вращения  (. Таким образом, для того чтобы из уравнения кривой  (  получить уравнение поверхности вращения  (, мы в уравнении кривой оставляем без изменения  координату  z, а  y заменяем:  y  (  EQ \R(x2 + y2). 

Обратно, если в уравнении поверхности можно выделить   EQ \R(x2 + y2) , и при этом, нигде более координаты  x  и  y  в уравнение не входят, то мы сразу можем сделать вывод, что наша поверхность есть поверхность вращения вокруг  Oz. 

Пример 1. Пусть  ( – окружность в плоскости  Oyz  радиуса  b  с центром в точке  A(0, a, 0)(Oy,  a > b. Будем вращать ее вокруг Oz. Получим поверхность, которая называется тором. Уравнение окружности в плоскости   Oyz  имеет вид:
     (y – a)2 + z 2 = b2. 
Вращаем вокруг  Oz. Поэтому  z  оставляем  без изменений, а   y   заменяем: 

      y  (  EQ \R(x2 + y2) :
( EQ \R(x2 + y2) – a)2 + z2 = b2. 
Получили уравнение тора. Заметим, что тор не относится к поверхностям 2 порядка.  

Пример 2. Поверхность  (  задается уравнением 

                    x2 + z2 = 2y.

Мы можем переписать его так:
                ( EQ \R(x2 + z2))2 = 2y.
Координаты   x  и   z  входят в уравнение только в выражении   EQ \R(x2 + z2) . Значит, наша поверхность – это поверхность вращения вокруг  Oy.  Для того, чтобы   
получить уравнение кривой, которая  вращается, мы заменяем   EQ \R(x2 + z2) на   x  и получаем уравнение кривой  (  в плоскости  Oxy:  x2 = 2y. В пространстве эта кривая задается системой

                                          x2 = 2y,

                                          z = 0.

Точно так же мы можем заменить  EQ \R(x2 + z2)  на  z  и получить уравнение кривой  ((  в плоскости  Oyz:  z 2 = 2y. Вращая вокруг   Oy  первую или вторую кривую, мы получим одну и ту же поверхность.

§4. Эллипсоид.

Определение. Эллипсоидом называется поверхность  (, имеющая каноническое уравнение вида
                                                EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) +  EQ \F( z2;c2) = 1.                                          (5)

Исследуем ее форму методом параллельных сечений. В сечениях плоскостями  z = h  получаем кривую

                                                EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = 1–  EQ \F( h2;c2)                                            (*)
Если  ( h ( ( c , то обозначим  a(2 = a2(1–  EQ \F( h2;c2) ( ,  b(2 = b2(1–  EQ \F( h2;c2) ( . 
При  ( h (< c  получаем эллипсы    EQ \F( x2;a(2) +  EQ \F( y2; b(2) = 1, полуоси которых  a(  и  b(  достигают максимального значения  a  и  b  при  h = 0.

При  ( h ( > c  получаем мнимые эллипсы    EQ \F( x2;a(2) +  EQ \F( y2; b(2) = –1 ((). А при   h  = ( c  из  (*)  получаем уравнение    EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = 0,  которое задает только одну из точек  C1(0, 0, c)  или  C2(0, 0,– c). 

Аналогично, в сечениях плоскостями   x = h , или   y = h  в случае  ( h (< a ,  или  ( h (< b, получаем только эллипсы, полуоси которых достигают максимальных значений при  h = 0. При  h  = ( a , или   h  = ( b  будем получать одну точку.

Прочие геометрические свойства эллипсоида.

1.  Из уравнения  (5)  получаем, что  ( x (( a, ( y (( b,  ( z (( c  (если    ( x (> a, то уже первое слагаемое в  (5)  будет больше 1, а к нему еще надо что-то прибавить). Значит, весь эллипсоид содержится в пар-де, который определяется этими неравенствами.
2. Координатные оси   пересекают эллипсоид  в точках   A1(a, 0, 0), A2(– a, 0, 0), B1(0, b, 0), B2(0,– b, 0), C1(0, 0, c), C2(0, 0,– c),  которые называются вершинами эллипсоида. 

3. Координатные оси являются осями симметрии эллипсоида, координатные плоскости – плоскостями симметрии, начало координат  О – центром симметрии. 
Действительно, пусть     M(x, y, z)  –  произвольная  точка эллипсоида. Тогда ее координаты  (x, y, z) удовлетворяют уравнению  (5). Но тогда этому уравнению удовлетворяют также тройки чисел  ( x,– y,– z),       (– x, y,– z),  (– x,– y, z),  (x, y,– z),  (x,– y, z),   (– x, y, z),  (– x,– y,– z),  которые определяют точки симметричные  M   соответственно относительно осей  Ox, Oy, Oz, плоскостей  Oxy, Oxz, Oyz  и точки O. Поэтому все эти точки тоже принадлежат эллипсоиду.

На  рисунке  показано,  как изменяются координаты точки при симметрии относительно оси   Oz,  плоскости  Oxy  и точки  O.

4. При  a = b  эллипсоид будет поверхностью вращения вокруг  Oz. Действительно, в этом случае его уравнение можно переписать так:
                                                EQ \R(x2 + y2) EQ \F(()2;a2)
 +  EQ \F( z2;c2) = 1.

Аналогично, при  a = c  эллипсоид будет поверхностью вращения вокруг  Oy, а при  b = c  – вокруг  Ox.

При  a = b = c  эллипсоид будет сферой:  
                                   x2 + y2 + z2 = a2                                             (**).
Произвольный эллипсоид может быть получен из сферы  (**)  в результате равномерного сжатия (растяжения) по двум взаимно перпендикулярным направлениям. Действительно, если в  (**)  сделать замену координат   x = x(,  y =  EQ \F( a ;b) y(, z =  EQ \F( a ;c) z(, то получим уравнение  (5), только со штрихами.

§5. Однополостной и двуполостной гиперболоиды.

Определение. Однополостным и двуполостным гиперболоидами называются поверхности, имеющие канонические уравнения соответственно вида

           (1:   EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) –  EQ \F( z2;c2) = 1         (6)                (2:   EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) –  EQ \F( z2;c2) = –1.           (7)

Исследуем их форму методом параллельных сечений. В сечениях плоскостями  z = h  получаем соответственно кривые

                EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = 1+  EQ \F( h2;c2)                                       EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = –1+  EQ \F( h2;c2)     (*)

                                     Обозначим соответственно

       a(2 = a2(1+  EQ \F( h2;c2)) ,  b(2 = b2(1+  EQ \F( h2;c2)) ;                              a(2= a2( –1+  EQ \F( h2;c2)(,   b(2= b2( –1+  EQ \F( h2;c2)(, 
                                                                   h ( ( c
при любом  h  получаем эллипсы           при  ( h (> c  получаем эллипсы                                                             
                                                         EQ \F( x2;a(2) +  EQ \F( y2; b(2) = 1

полуоси которых  a( и  b( неограни-       полуоси которых  a( и  b( неогченно возрастают при возрас-                раниченно возрастают при  воз-
тании  ( h (, и достигают минимумов         растаснии  ( h ( ;   при   ( h (< c  
a  и  b при  h = 0.                                        получаем  мнимые  эллипсы
                                                                      EQ \F( x2;a(2) +  EQ \F( y2; b(2) = –1 ((), а при  h = ( c  
                                                                    (*)  превращается в  EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = 0,
                                                                     а это уравнение задает одну из
                                                                        точек C1(0, 0, c)  или  C2(0, 0,– c).    
В сечениях плоскостями  y = h  получаем соответственно кривые

                  EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( z2;c2) = 1–  EQ \F( h2;b2)   (**)                                    EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( z2;c2) = –1–  EQ \F( h2;c2)    

Обозначим соответственно

      a(2 = a2( 1–  EQ \F( h2;b2) ( ,  c(2 = c2( 1–  EQ \F( h2;b2) (                 a(2 = a2(1+  EQ \F( h2;b2)) ,  c(2 = c2(1+  EQ \F( h2;b2))    . 
и при  h ( ( b  получаем гиперболы,    и  при любом  h получаем гиперболы
                  EQ \F( x2;a(2) +  EQ \F( z2; c(2) = (1,                                             –  EQ \F( x2;a(2) +  EQ \F( z2; c(2) = 1.

а при  h = ( b  (**) превращается в 
уравнение  EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( z2;c2) = 0, которое задает
пару пересекающихся прямых.         
Аналогично, в сечениях  (2  плоскостями  y = h  получаем только гиперболы, а в сечениях (1 – гиперболы или пары прямых при  h = ( a.
Прочие геометрические свойства гиперболоидов.

1. Из уравнения  (7) получаем, что  ( z(( c, т.е. в пространственном слое  z < c  нет точек  (2.  Координатные оси  Ox  и  Oy пересекают  (1 в точках  A1(a, 0, 0), A2(– a, 0, 0), B1(0,– b, 0), B2(0, b, 0), которые называются его вершинами. Ось   Oz  его не пересекает. Зато ось   Oz  пересекает  (2  в точках  C1(0, 0, c), C2(0, 0,– c), которые  называются его вершинами. Оси  Ox  и  Oy не пересекают  (2.

2. Точно так же, как и для эллипсоида доказывается, что координатные оси являются осями симметрии гиперболоидов, координатные плоскости – плоскостями симметрии, а точка  O – центром симметрии.

3. При  a = b  гиперболоиды будут поверхностями вращения, а при  a = c  гиперболы в сечениях плоскостями  y = h  будут равнобокими. При  b = c  равнобокими будут гиперболы в сечениях плоскостями  x = h.

4. Пусть  (o – конус, заданный уравнением

                                              (o:   EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) –  EQ \F( z2;c2) = 0.  
Пусть  Mo(x, y, zo)( (o,  M1(x, y, z1)( (1, M2(x, y, z2)( (2 – три точки с одинаковыми  координатами  x  и   y , лежащие на конусе и на гиперболоидах. Тогда
 zo2 = c2(  EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) ),   z 12 = c2(  EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) –1),   z 22 = c2(  EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) +1)   (
( z 12( <( zo2( <( z 22( , а значит,  (1  лежит снаружи конуса  (o, а  (2 – внутри. Кроме того, из тех же равенств следует   zo2 – z 12 = z 22 – zo2  = c2  (  
           Mo M1=(  zo– z1( =  EQ \F( 1 ; (  zo+ z1( ) ( 0  и  M2 Mo=(  z2– zo( =  EQ \F( 1 ; (  z1+ zo( ) ( 0 ,

когда точки  Mo, M1, M2  уходят на бесконечность (необходимо при этом заметить, что  zo,  z1  и   z2   все стремятся к бесконечности при  x ( (  или  y ( (). Значит, оба гиперболоида асимптотически приближаются к конусу.  



5. Мы  уже  видели, что  в сечениях  (1  плоскостями  может получаться пара прямых.  Примем без доказательства, что   (1 является линейчатой поверхностью и  через каждую его точку проходит пара прямых, лежащая на поверхности.

§6. Эллиптический и гиперболический параболоиды.

Определение. Эллиптическим и гиперболическим параболоидами называются поверхности, имеющие канонические уравнения соответственно вида

              (3:   EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = 2z            (8)                     (4:   EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) = 2z.           (9)

Исследуем их форму методом параллельных сечений. В сечениях плоскостями  z = h  получаем соответственно кривые

                       EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = 2h                                                  EQ \F( x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) = 2h     (*)
Обозначим        a(2 = 2( h( a2 ,  b( 2 = 2( h(b2   .
При  h >0  получаем эллипсы                 При h ( 0  получаем гиперболы

                    EQ \F( x2;a(2) +  EQ \F( y2; b(2) = 1,                                                EQ \F( x2;a(2) –  EQ \F( y2; b(2) = (1,  

полуоси которых возрастают при        (см. на рисунке  (4), а при  h = 0  из
возрастании  h,  а при  h <0  полу-       (*) получаем уравнение, которое                

чаем мнимые эллипсы                           задает пару пересекающихся

                                                       прямых

               EQ \F( x2;a(2) +  EQ \F( y2; b(2) = –1.                                                  EQ \F( x2;a(2) –  EQ \F( y2; b(2) = 0.
В сечениях плоскостями  y = h  получаем для обеих поверхностей параболы
              x2 = 2a2(z –  EQ \F( h2;2b2)).                                              x2 = 2a2(z +  EQ \F( h2;2b2)).

Причем параметр этих парабол одинаков для обеих поверхностей и не зависит от  h:  p = a2. Таким образом, все параболы в сечениях равны друг другу и получаются одна из другой параллельным переносом. Вершины этих парабол имеют координаты

                      (0, h,  EQ \F( h2;2b2)).                                             (0, h,–  EQ \F( h2;2b2)).
Значит вершины при перемещении парабол описывают кривую в плоскости  Oyz
         (2 : z =  EQ \F( y2;2b2)   (   y2 = 2b2z                       (2 : z = –  EQ \F( y2;2b2)   (   y2 = –2b2z,

т.е. параболу. Поэтому можем сказать, что оба параболоида получаются движением параболы  (1, когда ее вершина скользит по параболе  (2  (см. рисунки).

Аналогично, в сечениях параболоидов плоскостями  x = h  получаем равные друг другу параболы, причем  (2  тоже будет среди них; а вершины этих парабол описывают параболу (1:   x2 = (2b2z  в плоскости  Oxz  («+» для  (3,  «–»  для  (4).
        Прочие геометрические свойства гиперболоидов.

1. Из уравнения  (8)  получаем, что  z ( 0, т.е. (3  целиком находится в полупространстве, которое определяется этим неравенством.

2. Координатные оси пересекают оба параболоида только в точке  O(0, 0, 0), которая называется вершиной.

3. Ось  Oz  является осью симметрии параболоидов, а координатные плоскости  Oxz  и  Oyz – плоскостями симметрии. Других симметрий у параболоидов нет.

4. При  a = b   (3   будет поверхностью вращения, а гиперболы в сечениях  (4  плоскостями  z = h  будут равнобокими.

5. Мы уже видели, что в сечениях  (4 плоскостями  z = h  может получаться пара прямых. Примем без доказательства, что  (1 является линейчатой поверхностью и через каждую его точку проходит пара прямых, лежащая на поверхности.

§7. Классификация поверхностей второго порядка.

Определение. Поверхностью второго порядка называется геометрическое место точек пространства координаты которых удовлетворяют уравнению вида:

               а11х2 + а22 у2 + a33 z2 +2а12 ху + 2а13 ху + 2а23 уz +

                                                         + 2а1х + 2а2 у +2a3 z+ c = 0,       (8)

где среди коэффициентов  aij, i,j=1,2,3 есть хотя бы один ненулевой.   Выражение в первой строке называется квадратичной частью уравнения, с – свободным членом, остальное – линейная часть.
Квадратичная часть уравнения (8) представляет собой квадратичную форму. Её коэффициенты образуют матрицу  
                                         a11   а12   а13
                               A =    а12   а22   а23
                                         а13   а23   а33
В курсе линейной алгебры доказывается, что матрицу любой квадратичной формы с помощью поворота координатных осей декартовой СК можно привести к диагональному виду
                                          λ1   0   0
                               A( =    0   λ2   0
                                          0    0   λ3
Тогда в новой декартовой СК  Ox(y(z(  с тем же началом квадратичная часть уравнения (8) примет к вид:

                                            λ1x(2+ λ2y(2+ λ3z(2,                                            (9)

который тоже называется диагональным. При этом числа  λ1, λ2, λ3  не зависят от выбора новой декартовой СК  Ox(y(z(. Т.е. если ещё в одной  декартовой СК квадратичная часть уравнения имеет вид (9), то набор чисел  λ1, λ2, λ3  будет тем же (может измениться только их порядок). Если количество отрицательных коэффициентов  λi  больше, чем количество положительных, то мы во всём уравнении поверхности поменяем знаки. Затем мы выберем именно такой порядок обозначения координатных осей, что сначала будут следовать положительные  λi, потом отрицательные, а в конце нулевые. Таким образом, если только одно из λi равно нулю, то это будет именно λ3. А если только одно λi ≠ 0, то можем считать что это λ1.
Тогда набор знаков  λ1, λ2, λ3  будет одним из следующих: (+, +, +), (+, +, –), (+, +, 0), (+, –, 0), (+, 0, 0). Этот набор называется сигнатурой  квадратичной формы. Имеем уравнение:

                      λ1x(2+λ2y(2+λ3z(2 +2b1x(+2b2y(+2b3z(+ c = 0                  (10)

Далее, если все  λi ≠ 0  мы выделим полные квадраты
λ1(x(2 +  EQ \F(2b1; λ1) x(+  EQ \F(2b12;λ12)) –  EQ \F(2b12;λ1) + λ2(y(2 +  EQ \F(2b2; λ2) y(+  EQ \F(2b22;λ22)) –  EQ \F(2b22;λ2) +
                                          + λ3(z(2 +  EQ \F(2b3;λ3) z(+  EQ \F(2b32;λ32)) –  EQ \F(2b32;λ3) + c = 0,
                      λ1EQ \F(b1;λ1) eq \b(x( + )
2+ λ2EQ \F(b2;λ2) eq \b(y( + )
2+ EQ \F(b3;λ3) eq \b(z( + )
2+ c(= 0.
Более подробно мы изучим эту процедуру выделения квадратов на практике. Затем делаем замену координат

                             x( = x(+  EQ \F(b1;λ1),     y( = y(+  EQ \F(b2;λ2),    z( = z(+  EQ \F(b3;λ3),    

которая означает перенос начала координат в точку  O((–  EQ \F(b1;λ1),–  EQ \F(b2;λ2),–  EQ \F(b3;λ3) ). Получим уравнение вида
                                 λ1(x()2+λ2(y()2+λ3(z()2 = – с'.
Затем делим уравнение на  | с(|, если с( ≠ 0. Тогда в правой части уравнения останется  1, –1 или 0. Мы получим одно из уравнений  1 – 6 (см.таблицу ниже).
Если  λ3= 0, то мы не можем выделить полный квадрат по z(, но тогда преобразуем выражение 2b3z(+ c( так: 2b3(z(+ c(/2b3), и третья координата также будет участвовать в переносе начала координат в виде     z( = z(+ c(/2b3.  В этом случае в уравнении остается слагаемое  2b3z'', но не остается свободного члена и слагаемого, содержащего  (z()2:

                                λ1(x()2+λ2(y()2 = –2b3z''.
Мы разделим уравнение на  | b3|  и получим одно из уравнений вида  7, 8 (см.таблицу ниже). Если при этом справа получится не  2z'', а –2z'', то это будет всё равно та же поверхность, только ориентированная по-другому относительно координатных осей.
Если  λ3= 0  и  b3= 0, то мы получим уравнение вида

                                 λ1(x()2 +λ2(y()2 = – с',

которое даст нам одну из поверхностей  9 – 13  из списка.
Аналогично рассматривается и случай  λ2= λ3= 0. Итак, мы показали, что уравнение (8) мы можем привести к одному из следующих:
	Поверхность
	Eё каноническое 

уравнение
	Инварианты

	1. Эллипсоид
	  EQ \F( x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) +  EQ \F(z 2;c2) =1,
	(>0 ∆<0 

	2. Мнимый эллипсоид (Ø)
	  EQ \F(x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) +  EQ \F(z 2;c2)  = –1,
	(>0 ∆>0

	3. Мнимый конус (точка)
	  EQ \F(x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) +  EQ \F(z 2;c2)  = 0,
	(>0 ∆=0 

	4. Двуполостной гиперболоид
	  EQ \F(x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) –  EQ \F(z 2;c2) = –1,
	(<0 ∆<0 

	5. Однополосной гиперболоид
	  EQ \F(x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) –  EQ \F(z 2;c2)  = 1,
	(<0 ∆>0 

	6. Конус
	  EQ \F(x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) –  EQ \F(z 2;c2)  = 0,
	(<0 ∆=0

	7. Эллиптический параболоид
	  EQ \F(x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = 2z,
	(=0 ∆<0    

	8. Гиперболический 

     параболоид
	  EQ \F(x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) = 2z,
	(=0 ∆>0            

	9. Эллиптический цилиндр
	  EQ \F(x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) =1,
	(=∆=0 I2>0 

I1∙I4<0

	10. Мнимый эллиптический 

     цилиндр
	  EQ \F(x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = –1,
	(=∆=0 I2>0 

I1∙I4>0

	11. Пара мнимых плоскостей,    пересекающихся по действительной прямой
	  EQ \F(x2;a2) +  EQ \F( y2;b2) = 0,
	(=∆=0 I2>0 

I4=0 

	12. Гиперболический цилиндр
	  EQ \F(x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) = 1,
	(=∆=0 I2<0

 I4≠0

	13. Пара пересекающихся 

     плоскостей
	  EQ \F(x2;a2) –  EQ \F( y2;b2) = 0,
	(=∆=0 I2 <0 

I4=0

	14. Параболический цилиндр
	 x2 = 2py
	(=∆=0 I2=0

 I4≠0

	15. Пара параллельных  плоскостей
	 x2 = a2
	(=∆=0 

I2=I4=0 I3>0

	16. Пара совпадающих плоскостей
	 x2 = 0
	(=∆=0 

I2=I4=0 I3=0

	17. Пара мнимых параллельных

     плоскостей
	 x2 = – a2
	(=∆=0

 I2=I4=0 I3<0


Здесь мы использовали инварианты:

                  а11    а12   а13                          a11   a12   a13  a1     
          ( =   а12    а22    а23                          a12   a22   a23   a2  

                  а13   а23    a33                          a13  a23   a33   a3  

                                                               a1   a2    a3     c 
         I1 = trace ( =a11 +a22 +a33  

 

         I2 =                  +               +                   – сумма диагональных мино- 

                                                                           ров  второго порядка в (
                                                                        – сумма диагональных мино- 

         I3 =                +                  +                      ров второго порядка из  ∆, не 
                                                                                     входящих  в (.

                a11   a12   a11         a11  a13  a1        a22  a23  a2     – сумма диагональ-                  

        I4 =  a12  a22   a2    +    a13  a33  a3   +   a23  a33  a3         ных миноров 

                a1    a2    c            a1   a3   c          a2   a3   c          третьего порядка 
                                                                                              в  ∆, кроме (                              

Теорема. Величины  δ, ∆, I1, I2  не изменяются при любых преобразованиях декартовой СК, I3 , I4  не изменяются при повороте координатных осей, но меняются при переносе начала координат (без доказательства).

Поэтому эти величины называют инвариантами поверхности второго порядка. Вычислив эти инварианты мы можем определить тип поверхности, не упрощая ее уравнения. Однако так мы не сможем определить положение поверхности в пространстве и величины полуосей. 
§8. Примеры решения задач

1.  С помощью переноса начала координат привести уравнение кривой второго порядка к каноническому виду. Определить тип кривой и изобразить её в исходной системе координат:
                        4x2 + z2 – 24x + 8y + 2z + 5 = 0.
Решение. Выделим в уравнении полные квадраты:
                          4(x2 – 6x + 9) – 36 + (z2 + 2z +1) ( 1 + 8y + 5 = 0,

                                    4(x – 3)2 + (z + 1)2 + 8y – 32 = 0,
                                    4(x – 3)2 + (z + 1)2  = – 8(y – 4).
 Делаем замену координат:    
                                                      x( = x – 3,         

                                                      y(= y – 4,      
                                                      z( = z + 1,                                                                                

Она равносильна переносу начала координат в точку O'(3, 4,–1). После замены получаем уравнение

                            4x(2 + z( 2 = – 8y(,   (      (x()2 + EQ \F((z( )2;4) = – 8y(,                                                          
Это уравнение задает эллиптический параболоид,  ось которого будет 
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. В сечении плоскостью 
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 получится эллипс EQ \F((x( )2;16) + EQ \F((z( )2;64) = 1 с полуосями  4 и 8. Это следует  учесть при изображении.


2.  Определите, какое множество определяется в декартовой системе координат неравенством 
                                   (x – 3) – 4(y + 4)2 ( 0. 

Изобразите это множество.
Решение. Определим сначала, какое множество определяется уравнением  (x – 3) – 4(y + 4)2 = 0.  Делаем замену координат                              

                                                x( = x – 3,         

                                                y(= y + 4,      
                                                z( = z .                                                                                

Она  равносильна переносу
начала  координат  в  точку  O'(3,– 4, 0). В новой системе координат 
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 получаем, что  поверхность  задается уравнением 
      (x( )2 – 4(y( )2 = 0.
(*)




Поскольку в уравнении отсутствует координата z(, то мы сразу делаем вывод, что наша поверхность является цилиндрической и ее образующие параллельны оси O(z(. На плоскости O(x(y( уравнение (*) задает пару пересекающихся прямых  

     (x( – 2y()(x( + 2y( ) = 0. 
Эта кривая 2 порядка  будет направляющей для нашей поверхности. Значит, наша поверхность – это пара пересекающихся плоскостей. Для того, чтобы не загромождать изображение мы нарисовали только небольшую часть этой поверхности. Поскольку изначально у нас было неравенство, то искомое множество – это внутренность одной из двух пар вертикальных углов, образуемых этими плоскостями. Мы возьмем любую точку на оси O(x(:  A(a, 0, 0)O(x(y(z( и убедимся, что ее координаты удовлетворяют неравенству  (x( )2 – 4(y( )2 ( 0. Значит, ось O(x( лежит в нашем множестве. Таким образом, исходное неравенство задает внутренность изображенного двугранного угла и угла, вертикального с ним. А т.к. неравенство нестрогое, то и сами плоскости тоже принадлежат множеству.
3. Составить уравнение поверхности, полученной вращением  кривой
                                           z=2y–2,       

                                         x=0.          
вокруг  оси   a)  Oz ,  б)  Oy . Определить тип поверхности. Изобразите ее.
Решение. Данная система уравнений задает прямую  l , лежащую в плоскости  Oyz. Первое из уравнений – это уравнение  l  в данной плоскости. Для того, чтобы составить уравнение поверхности Φ, получающейся вращением  l  вокруг  Oz , мы должны в уравнении  l  оставить  z   без  изменения,  а  y  заменить на квадратный корень из суммы квадратов оставшихся координат:     y (  EQ \R(;x2+y2). Получаем уравнение 
           z=2 EQ \R(;x2+y2) –2, (                                     
             x2+ y2 – EQ \F((z + 2)2;4)  = 0. 

Данное уравнение определяет конус, ось которого – Oz , а вершина находится в точке  O((0, 0,–2).
Строим изображение данного конуса. 
1) Подставив в уравнение конуса   z = 2, получим  x2+ y2 = 4. Значит, в сечении плоскостью   z = 2  получается окружность радиуса  2. Проводим через точку  z = 2  на оси  Oz вспомогательные линии, параллельно осям  Ox  и  Oy; откладываем на них от данной точки отрезки длины 2 и через получившиеся точки проводим эллипс, изображающий окружность. При этом, масштаб по оси  Ox  выбираем в два раза меньше, чем по осям  Oy  и  Oz. 

2) Строим эллипс равный данному с центром в точке  z = – 6  на оси  Oz.  
3) Проводим касательные к эллипсам через точку  O(. Подчеркнем, что точки касания ни в коем случае не совпадают с вершинами эллипса.
4) Часть нижнего эллипса, заключенную между точками касания изображаем пунктиром. 
Аналогично, для того чтобы получить уравнение поверхности вращения вокруг  Oy , мы в уравнении  l  оставляем  y  без изменения, а  z  заменяем:  z (  EQ \R(;x2+z2). Получаем уравнение

      x2 – 4(y – 1)2 +z2 = 0,  
      EQ \F(x2;4) – (y – 1)2 + EQ \F(z2;4) = 0.
Оно задает конус, вершина которого находится в точке  O((0, 1, 0) , а ось конуса – Oy. Эту поверхность тоже следует изобразить. При этом, учитываем, что в сечении плоскостью  y = 3  получается окружность радиуса 4.
4. Является ли поверхность заданная уравнением 

– x2 +  EQ \F( y2;4) +  EQ \F( z2;4) = 1

поверхностью вращения? Если да, то вращением какой кривой (написать уравнение) вокруг какой оси она получена? Изобразите ее.

Решение. Данная поверхность – это однополостной гиперболоид. В уравнении поверхности можно выделить выражение   EQ \R(; y2+z2) :
                                           – x2 + EQ \R(; y2+z2) EQ \F(()2;4)
 = 1,

и больше нигде в уравнении  x  и  z  не встречаются. Поэтому сразу делаем вывод, что это уравнение задает поверхность вращения вокруг  Oy. Для того, чтобы определить, какая кривая  (  вращается, мы   EQ \R(; y2+z2)  заменяем на   y  и получаем уравнение – x2 +  EQ \F(y2;4) = 1  кривой, которая лежит в плоскости   z = 0. Для того, чтобы задать эту кривую в пространстве, мы должны написать систему уравнений 
                                                      – x2 +  EQ \F(y2;4) = 1 

                                                        z = 0
Можем заменить  EQ \R(; y2+z2)  на  z , и тогда получим уравнение кривой γ', лежащей в плоскости  y = 0:
                                                      – x2 +  EQ \F( z2;4) = 1,

                                            y=0. 
5. Составьте уравнение поверхности, каждая точка которой равноудалена от плоскости  x = – a  и от точки   F(a, 0, 0).
Решение. Пусть  M(x, y) – произвольная точка поверхности. Тогда 

                               | MF| =  EQ \R(;(x – a)2 + y2+z2),
а расстояние от  M до плоскости равно  | x + a |. По условию

 EQ \R(;(x – a)2 + y2+z2) = | x + a |.

Возводим это равенство в квадрат:

x2 – 2ax + a2 + y2+z2 = x2 + 2ax + a2
y2+z2 = 4ax   (     EQ \F( y2;2a) +  EQ \F( z2; 2a) = 2ax.
Это уравнение задает эллиптический параболоид, осью которого является  Ox.
6. Найдите точки пересечения эллипсоида    EQ \F( x2;9) +  EQ \F( y2;36) +  EQ \F( z2;81) = 1  и прямой    EQ \F(x – 1; 1) =  EQ \F(y – 4; – 6) =  EQ \F(z + 6; 12) .
Решение. Перепишем уравнение прямой в параметрическом виде:
                                                    x = 1 + t, 

                                                    y = 4 – 6t,

                                                    z = – 6 + 12t.

Подставим эти равенства в уравнение эллипсоида:
 EQ \F((1 + t )2;9) +  EQ \F(4(2 – 3t)2;36) +  EQ \F(9(–2 + 4t)2;81) = 1,

1 + 2t + t2 + 4 –12t + 9t2 + 4 – 16t + 16t2 = 9,

26t2 – 26t = 0    (    26t(t – 1) = 0.
Имеем два решения:  t1= 0,  t2= 1. Подставляя их в уравнение прямой, находим две точки  M1(1, 4,– 6), M2(2, –2, 6).
Ответ:  M1(1, 4,– 6), M2(2, –2, 6).
7. Определить, какая кривая получается в сечении поверхности   EQ \F( x2;9) +  EQ \F( y2;16) –  EQ \F( z2;4) = 1  плоскостью  а)  y= 2z;  б)  y= 2z +2.  

Решение. а) Данная поверхность – это однополостной гиперболоид. Подставим  y= 2z  в уравнение поверхности: 
                          EQ \F( x2;9) +  EQ \F((2z)2;16) –  EQ \F( z2;4) = 1    (    x2 = 9.
Это уравнение проекции данной кривой на координатную плоскость  Oxz. Оно задает пару параллельных прямых. Следовательно, наша кривая – это тоже пара параллельных прямых.
б) Подставим  y = 2z +4  в уравнение поверхности: 
        EQ \F( x2;9) +  EQ \F((2z +2)2;16)  –  EQ \F( z2;4) = 1    (     EQ \F( x2;9) +  EQ \F(z2 +4z +4 – z 2;4) = 1   (   x2 = 9z.
Это уравнение проекции данной кривой на координатную плоскость  Oxz. Оно задает параболу. Следовательно, наша кривая – это тоже парабола.

ПРИЛОЖЕНИЕ

§1. Матрицы и определители.

Матрицей называется прямоугольная таблица, составленная из чисел. Матрицу принято обозначать большой буквой латинского алфавита, а её элементы – такой же маленькой буквой с двумя индексами, первый (или верхний) из которых обозначает номер строки, а второй (или нижний) – номер столбца, в которых находится данный элемент. Например,

                                                      1   2   3   4

                                                      5   6   7   8
Это матрица, состоящая из 2 строк и 4 столбцов. Говорим, что она имеет размер 2(4. В ней  a11= 1, a12= 2, а  a21= 6. Матрица размера  n(n  называется квадратной матрицей порядка  n. 

Элементы квадратной матрицы, у которых номера строки и столбца совпадают, образуют главную диагональ. Если все элементы, стоящие вне диагонали, равны нулю, то матрица называется диагональной. Диагональная матрица, на главной диагонали которой стоят единицы называется единичной и обозначается буквой  E. Например, единичная матрица порядка 3 имеет вид

                                                    1   0   0

                                          E =    0   1   0

                                                    0   0   1

Если все элементы матрицы, стоящие ниже (выше) главной диагонали равны нулю, то матрица называется верхнетреугольной (нижнетреугольной). 

Понятие определитель вводится только для квадратных матриц. Определитель матрицы  A  обозначается  detA. Если вместо круглых скобок вокруг матрицы мы поставим прямые палочки, то это тоже означает определитель матрицы. Определитель матрицы порядка 2 вычисляется по формуле:

                                                a11  a12 
                                                a21  a22
Обозначим  Mij – это определитель матрицы, которая получается из матрицы  A  вычеркиванием  i-ой строки и  j-го столбца. Он называется минором, дополнительным к элементу  aij. Тогда определитель матрицы порядка 3  можно вычислить с помощью разложения по первой строке:

 a11  a12  a13
 a21  a22  a23   = a11M11 – a12M12 + a13M13 = a11                – a12                + a13                .

 a31  a32  a33
Пример. 

 1   2   3

 4   5   6    =1·           – 2·           + 3·          = 1· (5· 9 – 6 · 8) – 2· (4· 9 – 6·7) + 3· (4·8 – 5·7) = 
 7   8   9

                = –3 +12 – 9 = 0.
Свойства определителя.

1. Если одна строка или столбец определителя состоит только из нулей, то определитель равен нулю.

2. Если определитель содержит две одинаковые или пропорциональные строки (два одинаковых или пропорциональных столбца), то он равен нулю.

3. При перестановке двух строк (столбцов) матрицы её определитель меняет знак.

4. Общий множитель элементов одной строки (столбца) выносится за знак определителя. 

В предыдущем примере все элементы третьего столбца кратны трём. Поэтому мы можем вынести множитель 3 за знак определителя:

                                        1   2   3             1  2   1
                                        4   5   6    = 3·    4  5   2            
                                        7   8   9             7  8  3

5. Если к элементам одной строки (столбца) матрицы прибавить соответствующие элементы другой строки (столбца), домноженные на некоторое число, то определитель матрицы не изменится.

Вычтем в нашем примере из второй и третьей строки первую строку (сама первая строка при этом остается на своем месте без изменений): 

                                        1   2   3        1  2   3
                                        4   5   6    =   3  3   3            
                                        7   8   9         6  6  6

Мы получили две пропорциональные строки, следовательно, определитель равен нулю.

6. Определитель треугольной матрицы равен произведению диагональных элементов: 

                                        1    2  –1        

                                        0  –3    6    =  1· (–3) · 9 =  – 27           
                                        0    0    9     

Диагональная матрица является частным случаем треугольной. Поэтому её определитель тоже равен произведению диагональных элементов.

§2. Правило Крамера.

Пусть дана система линейных уравнений, в которой количество уравнений совпадает с количеством неизвестных. Мы ограничимся случаем, когда это число равно 3:

                                       a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

                                       a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2                                               (1)

                                       a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3 .

Числа  aij  называются коэффициентами системы, а числа b1, b2, b3 – свободными членами. Коэффициенты системы образуют матрицу  A, а свободные члены – столбец  B:
                                     a11  a12  a13                  b1
                             A=   a21  a22  a23           B =   b2
                                     a31  a32  a33                  b3    .

Обозначим  ( = detA, а  (i  – определитель матрицы, которая получается из  A  заменой  i-го столбца на столбец  B. Например,

                                                         b1  a12  a13
                                                (1=   b2  a22  a23   
                                                          b3  a32  a33    .

Теорема. (Правило Крамера). Если  ((0, то система линейных уравнений  (1) имеет единственное решение. Его можно найти по формулам

                                     x1 =  EQ \F((1;() ,  x2 =  EQ \F((2;() ,  x3 =  EQ \F((3;() .

Эта теорема верна и для систем, состоящих произвольного числа  n  уравнений и неизвестных.

Пример. Найти решение системы уравнений
                                              5x + 9y = 3,

                                              3x + 5y = 1.
Решение.
             5   9                            3   9                         5   3

             3   5                            1   5                         3   1               

                     x1 =  EQ \F((1;() =  EQ \F(6;–2) = –3,   x2 =  EQ \F((2;() =  EQ \F(– 4;–2) = 2.

Ответ:  (–3, 2).
Используемые сокращения

СК – система координат                                     КС – коническое сечение
Алфавитный указатель

Асимптоты гиперболы  90

аффинная система координат 

                             на плоскости 17

                             в пространстве 20

аффинный репер  16, 19 

Базисные орты  18, 20

базис 16, 19

базисные векторы  15, 19

Вектор  6

вектор, отложенный из точки  7

               нормали  48

               нулевой  7

               противоположный  8

векторная проекция  12

векторное произведение  22

вершины гиперболы  90

                гиперболоида  123

                конической поверхности  118

                параболы  94

                эллипса  87

                эллипсоида  121

взаимное расположение

              плоскостей в пространстве  62

              прямых на плоскости  51

              прямых в пространстве  62

Гипербола  89

               равнобокая  91

               сопряженная  92

гиперболический цилиндр  117, 132 

гиперболоид однополостной  125, 132 
                       двуполостной  125, 132

Двойное векторное произведение  28

декартова СК на плоскости 17

                        в пространстве 20

деление отрезка в заданном 

                                        отношении 21

диаметры КС  97

              большой и малый эллипса  87

директриса  92

Инварианты кривой 2 порядка  101

                     поверхности 2 порядка  132
Каноническое уравнение 

                          гиперболы  90

                          параболы  92

                          прямой  48, 64

                          эллипса  87

касательные к КС  94

квадратичная часть 

                              уравнения  100, 130 

коллинеарные векторы  7

компланарные векторы  7

коническая поверхность 118

коническое сечение  92

координаты вектора  16, 17, 19

                     точки  16, 17, 19

кривая второго порядка  100

Левая тройка векторов  12

линейная часть уравнения  100, 130 

линейчатая поверхность  116

Матрица  140

матрица квадратичной части  102

метод параллельных сечений  123, 

                                                    125, 128

мнимый эллипс  104

Направленный отрезок  6

направляющие косинусы  18, 21

направляющий вектор прямой  48,  63

направляющая кривая  116, 118

начало координат  17

нормальное уравнение прямой  56

Образующая  116, 118

общее уравнение кривой 2 порядка  97

                              поверхности  127

                              плоскости  60

                              прямой  50

оптические свойства КС  953

определитель  140

ориентируемый угол 

                              между векторами  11

                              между прямыми  54

ортонормированный базис  17, 20

                                    репер  17, 20

ось  12

Пара плоскостей  117, 121, 132

               параллельных прямых  105

               пересекающихся прямых  105

пара векторов левая  11

                        правая  11

парабола  94

параболический цилиндр  117, 132

параболоид гиперболический 128

                    эллиптический  128

параллель  121

параметрическое уравнение  45, 47

                                гиперболы  92

                                прямой  48, 64

                                эллипса  88

перенос начала координат  31

поверхность вращения  121

                      второго порядка  130

поворот координатных осей  32

полуоси гиперболы  90

               эллипса  87

полюс  29

полярная ось  29

               СК на плоскости 29

правило треугольника  7

               параллелограмма  8

правая тройка векторов  12

правило Крамера  138

преобразование координат  31

                                  общее  34

признак коллинеарности 

                                   векторов  10, 21

проекция вектора на ось  

                векторная  12

                скалярная  12

произведение вектора на число  9

противоположно направленные

               векторы  7

               отрезки  6

пучок прямых  57

      собственный (центральный)  58

      несобственный (нецентральный) 58

Равнобокая гипербола  89

радиус-вектор  17, 19

разложение вектора по базису  17, 19

разность векторов  9

расстояние между точками  11

                                прямыми  68

                    от точки до прямой  54  

репер на плоскости  16, 17

               в пространстве  19, 20

Свободный член уравнения  100, 130

сигнатура квадратичной формы  131

скалярная проекция вектора  12

скалярное произведение векторов  14

скалярный квадрат вектора  14 

смешанное произведение векторов 26

сонаправленные векторы  7

                            отрезки  6

сопряженные диаметры  98

сопряженная гипербола  90

сопряжённое направление  98

сумма векторов  7

сферическая СК  30

сферические координаты точки  30

Тор  122

тройка векторов левая  12

                             правая  11

Угловой коэффициент  51

угол между векторами  11

                    плоскостями  62

                    прямыми  52, 53, 67

уравнение в неявном виде  44, 46

                  в явном виде  45, 46

                  плоскости в отрезках  59

                  плоскости в нормальной 

                                                форме  61 

                  прямой в нормальной 

                                                форме  54 

                  прямой в отрезках  48

                  прямой в полярных  

                                      координатах  54 

                  прямой с угловым 

                                коэффициентом  51

Фокус  86, 89, 92

фундаментальный прямоугольник  91

Характеристическое уравнение  104

хорда КС  97

Центр кривой второго порядка  101

цилиндрическая поверхность  116

цилиндрическая СК  30

цилиндрические координаты точки  30

Эквивалентные                                    направленные отрезки 6 

эксцентриситет  93

эллипс  86

эллипсоид  123, 132

эллиптический цилиндр  117, 132
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